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El estudio que se describe en la présente Memoria 
pertenece al campo de la Mecânica Estadistica de procesos 
irréversibles en moléculas de cadena.
Son moléculas de cadena todas aquellas entidades 
quimicas cuya estructura quimica fundamental esté constitui 
da por una secuencia de enlaces en los que es posible la 
rotacién interna. Todas las macromoléculas lineales y ra- 
mificadas son ejemplos de moléculas de cadena, debido a 
su carécter polimérico. Un caso tipico, y que es el mâs - 
sencillo de estudiar, conceptualmente, lo constituye la 
cadena carbonada del polimetileno, que puede considerar- 
se como un término superior de la serie homéloga de los 
alcanos.
La consecuencia més inmediata de la rotacién In 
terna, en las moléculas de cadena, es su flexibi.1 idad o 
deformabilidad. Si los enlaces que componen la cadena 
poseen très isémeros rotacionales estables (como es el - 
caso de un gran némero de polimeros y concretaniente, - 
del polimetileno, en el que hay enlaces C-C de hibrida- 
cién sp3), y si en la molécula hay N de estos enlaces, 
el némero de estados (configuraciones) distintos es 3^"^ 
Este es un ndmero muy grande, incluse para cadenas en - 
las que N es pequeho. Por ejemplo para N>12 el ndmero - 
de configuraciones es su 
una enorme flexibilidad.
perior a 10^, lo que représenta
La descripcién teérica de las propiedades ob­
servables de estas moléculas constituye un problems de 
Mecânica Estadistica configuracional. Entre todas las 
propiedades, las de no equilibrio son muy importantes 
para el estudio de estas moléculas. En el caso de mo­
léculas rigidas, los procesos irréversibles son, en -
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general, consecuencia del movimiento global de la molécu­
la. En el caso de moléculas flexibles, como son las de c^ 
dena, son posibles, ademâs de éste, un sinfin de estos - 
movimientos locales en los que participa s6lo una porcién 
de la cadena, El conocimiento de su estadistica configura- 
cional es decisive a la hora de interpreter las propieda­
des de no equilibrio.
Un grupo de estas propiedades que son muy impor­
tantes, por constituir la base de los métodos de caracte- 
risacién de polimeros, son las denominadas propiedades de 
transporte. En ellas estân incluidas, por ejemplo, la vi^ 
cosidad, difusién, sedirnentacién, etc. .
En el caso de cadenas poliméricas en disolucién, 
la agitacién térmica (movimiento Drouniano) provoca movi­
mientos locales en trozos de cadena, de tal forma que és- 
ta pasa espontaneamente de una configuracién a otra. Des- 
de el punto de vista formai, esta agitacién local se des­
cribe descomponiendo la cadena total en eslabones, cada - 
uno de los cuales se supone que se comporta como una par­
ticule Browniana que se mueve incesantamente en el seno - 
del disolvente. El movimiento total de la cadena, en un 
fenémeno de transporte, es el resultado de superponer, a 
esta agitacién de los eslabones, un campo exterior que - 
détermina el movimiento macroscépico. del sistema.
Para concretar, considerernos como ejemplo el fe­
némeno de la viscosidad. El carapo que actéa en este caso 
es una tensién de cizalla y el movimiento de la molécula 
consta de una translacién de su centre de masa acompanan 
do al disolvente, una rotacién debida al gradiente de ve- 
locidad, y una deformacién que es consecuencia de su fle­
xibilidad. El coeficiente que describe la contribucién de 
la cadena a la disipaciôn de energia se denomina viscosi. 
dad intrinseca o némero limite de viscosidad, n^) , y es -
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una propiedad hidrodinâmica crue varnos a estudiar detalla- 
damente en esta Memoria.
La teoria mecanoestadistica debe calculer [ri)/ o 
cualquier otro coeficiente de transporte, en funcién de - 
las caracteristicas moleculares de la cadena. La formula- 
cién rigurosa parte para ello de la ecuacién de Pokker- 
-Planck, expresada en el espacio fâsico de impulses y coor­
denadas, correspondientes a los eslabones de la cadena y 
al disolvente (1), Sin embargo, para el e studio de las pro 
piedades de transporte, es posible simplificar el problè­
me y reducir la ecuacién al espacio de coordenadas solamen 
te (ecuaciôn de Smoluchowski). Este es debido a que los in 
tervalos de tiempo (que corresponden a los movimientos de 
la cadena, que determinan sus coeficientes de transporte, 
son largos comparados con los tiemuos en los que ocurre la 
répida respuesta de cada eslabén a la perturbacién exte­
rior. Los impulsos alcanzau el limite de distribucién de 
Maxwell, pudiendo prescindirse de ellos, y el sistema se 
dice que alcanza su limite o regimen propio de una ecua- 
ci6n de difusién.
Para los sistemas polimero-disolvente, se ha de- 
mostrado (2) que el limite de difusién se alcanza, inclu- 
so cuando se trata de fenémenos taies como la relajacién 
dieléctrica, la relajacién espin-red de resonancia magné- 
tica, la despolarizacién de fluoresceiicia, etc., que son 
fenémenos que implican movimientos locales relativamente 
râpidos, Con mayor razén se alcanza tairbién en procesos 
mâs lentos, como son todos los asociados con el compor- 
tarniento hidrodinâmico, Probablemente, sélo deja de ser 
aplicable este limite cuando se trate de describir la - 
difusién inelâstica de neutrones o de luz en la zona de 
frecuencias altas.
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El primer tratamiento mecanoestadistico en el e_s 
pacio de coordenadas fué realizado por Kirkwood (3 y 4).Su 
formulacién esté expresada en térrninos de coordenadas ge- 
neralizadas que la hacen excesivamente complicada. A par­
tir de ella no ha sido posible o))tener resultados concre­
tes para los coeficientes de transporte. El problems fun­
damental de la teoria de Kirkwood es que incluye los deta 
lies estructurales de la molécula, taies como ângulos y - 
distancias de enlace, etc., como ligaduras del sistema. - 
De'^de un principio surgieron métodos aproximados que hacian 
tratable el formalisme de Kirkwood, a costa de desdibujar 
el detalle estructural de la cadena, sustituyéndola por - 
algdn modelo idealizado.
Un modelo extraordinarlamente util y sobre el que 
se ha basado casi todo el desarrollo posterior de la teo­
ria hidrodinémica, es el de eslabones unidos por oscilado 
res, tratado por Rouse (5), Bueche (6) y por Zimm (7), - 
que hoy dia se conoce con el nombre de modelo de Rouse-Zimm^ 
Este modelo reduce la cadena a una secuencia de oscilado- 
res acoplados, que son anâlogos a los de la teoria de vi- 
braciones reticulares propuesta por Debye para describir 
las propiedades térmicas de sélidos. Las fuerzas que ac- 
téan entre los eslabones en la teoria de Rouse-Zimm son 
muy sencillas, por ser elésticas, y la ecuacién de difu­
sién résultante se puede resolver, obteniéndose resulta­
dos concretos para (n) y otros coeficientes.
El objeto del trabajo descrito en esta Memoria - 
consiste en incorporar a la ecuacién de difusién los de- 
talles estructurales de la cadena, alli donde ésto sea - 
posible. Si se altera el carécter eléstico de las fuer­
zas, implicite en el modelo de Rouse-Zimm, dej a de ser 
posible la resolucién sencilla de la ecuacién de difu­
sién. Por ello, mantendremos este carécter eléstico como 
una aproximacién conveniente. Sin embargo, las propieda­
des hidrodinémicas vienen de terrain adas, no sélo por las
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fuerzas, sino, también y en gran medida,por el tamano, for 
ma y caracteristicas configuracionalos de la cadena, Agui 
si que es posible abandonar el modelo simplificado de osci. 
1adores y describir a la molécula con todas sus peculiari- 
dades estructurales.
La contribucién original del présente trabajo se 
centrarâ, entonces, en resolver la ecuacién de difusién y 
obtener propiedades hidrodinémicas describiendo, de forma 
realista, la geometria y configuracién moleculares, a par 
tir de datos estructurales de éngulos de enlace, radios - 
de Van der Waals, barreras de rotacién interna, etc, Como 
se trata del primer estudio de este tipo que se realiza, 
se ha escogido la molécula de polimetileno que, segùn se 
ha dicho antes, es la més sencilla.
Las magnitudes configuraciones que determinan el 
comportarniento hidrodinémico de lu cadena son las distan­
cias entre eslabones. Para llevar a cabo el objetivo pro­
puesto, es precise calculer la distancia que sépara dos - 
eslabones cualesquiera de la cadena. Este es un problème 
que no puede resolverse de forma analitica, si se intro 
ducen las caracteristicas estructurales, como aqui se pre 
tende, Pero si que es posible resolverlo de forma numéri­
ca por un método de simulacién. Esto es lo que se ha he- 
cho en este trabajo y, para ello, se ha seguido un método 
de Monte-Carlo. Procedimientos de este tipo se utilizan 
frecuentemente para el câlculo de dimensiones moleculares 
de polimeros en disolucién, El que aqui se emplea, inclu­
ye la simulacién de cadenas de acuerdo con las verdaderas 
interacciones entre los distintos grupos,
Segûn ha quedado dicho antes, el ndmero de confj. 
guraciones posibles para la cadena crece vertiginosamente 
a medida que aumenta el némero de enlaces (3^“”^  para el po 
limetileno), Por esta causa, la simulacién numérica se ha
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ce cada vez més diffcil a medida que N crece, llegéndose 
a un limite préctico, a partir del cual se hace imposible 
calcular los promedios de distancias entre eslabones. La 
zona de longitudes de cadena que es accesible a simulacién 
numérica es, entonces, la correspondiente a polimeros de 
grado de polimerizacién bajo, llamados oligémeros.
Àfortunadamente, esta es precisamente la zona en 
la que los detalles estructurales deben jugar un papel més 
importante. Las correlaciones entre eslabones, représenta 
dos por los éngulos de enlace, impedimentos estéricos, etc. 
corresponden a interacciones de corto alcance, cuyo efecto 
se deja sentir a través de unos cuantos enlaces solamente. 
Cuando la cadena es muy larga, la influencia de estas inte 
racciones pierde importancia y los modèles aproximados que 
desdibujan los detalles moleculares son adecuados.
Por esta razén, centramos nuestra atericién en el 
estudio de oligémeros, pues en ellos cabe esperar que el 
efecto de los parémetros estructurales sea méximo y, ade- 
més, el tratamiento de sus cadenas por simulacién numéri­
ca es perfectamente viable.
El trabajo de esta Memoria esté distribuido en 
seis capitules cuyo contenido es el que se relaciona a 
continuacién:
En el capitule I se describen dos teorias bési- 
cas en el estudio de la hidrodinémica de polimeros. La - 
primera de ellas, debida de Kirkwood-Risemann (8), intro­
duce la forma de la interaccién hidrodinémica entre es­
labones, que va a ser comén a varias teorias hidrodiné­
micas posteriores. La segunda corresponde al modelo de 
osciladores y eslabones propuesto por Rouse-Zimm, forma 
lismo dentro del que se insertan los esquemas que se - 
proponen en este trabajo. Dicho capitulo incluye, a su 
vez, la descripcién de distintas modificaciones a la teo-
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r£a de Rouse-Zimm.
En el capitulo II se exponen varies esquemas te6 
ricos que proponemos para describir las cadenas de polime­
tileno de bajo peso molecular en disolucién. Estos esque­
mas acoplan el modelo de Rouse-Zimm a dicho tipo de cade­
nas, teniendo en cuenta los promedios de las distancias - 
intramolecular de una manera realista, en lugar de supo- 
nerlos ajustados a una detemiinada funcién de distribucién,
En el capitulo III se procédé a la exposicién de 
un procedimiento numérico de obtencién de promedios de - 
distancias intramoleculares para el polimetileno, basado 
en el método de Monte-Carlo de simulacién de cadenas al 
azar.
El capitulo IV se dedica a la resolucién por mé­
todos numéricos de la ecuacién de difusién, a partir de - 
la cual se predicen diverses propiedades hidrodinémicas.
A cada uno de los esquemas descritos en el capitulo II le 
corresponde una forma distinta de esta ecuacién, modifi- 
cada desde la original de Rouse-Zimm, Ademés, y desde ella 
se obtienen resultados teéricos de (t\) para disoluciones 
de polimetileno, tanto con las teorias propuestas por no 
sotros como con otras modificaciones hechas a partir de 
los dos modelos bésicos.
En el capitulo V se comparan los resultados para 
(n )/ hallados en el capitulo anterior, con datos expéri­
mentales de polimetileno de bajo peso molecular (n-alca- 
nos), en diverses disolventes. Asimismo, se calculan los 
valores teéricos para otras propiedades hidrodinémicas, 
como el médulo complejo intrinseco y el coeficiente de — 
difusién, comparéndose los de este ultimo con valores ex­
périmentales .
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El capitulo VI contiene la discusiôn tanto de los 
aspectos teéricos de los modelos propuestos, dentro del - 
conjunto de las distintas teorias hidrodinémicas de polime 
ros, como de los resultados conseguidos con estos modelos.
El célculo de propiedades hidrodinémicas para ca 
denas realistas, en las que se incluyen los parémetros e^ 
tructurales de la molécula, ha sido abordado recientemen- 
te por Perico-Rossi (9) y por Iwata (10 y 11). En su cél­
culo, Perico-Rossi no siguen el esquema mecanoestadistico 
de la ecuacién de difusién sino que, en su lugar, utili­
zan el método de Kirkwood-Riseman (8). A lo largo de nue^ 
tra exposicién compararernos nuestros resultados de ^n) 
con los obtenidos por estos éltimos autores, poniendo de 
manifiesto la conexién entre ambos.
La cadena que estudia Iwata se basa en un mode­
lo de isémeros rotacionales, que es en todo similar a la 
que aqui utilizamos. El célculo de las propiedades de - 
transporte lo realiza contando los modos elementales de 
movimiento, que pueden ocurrir en porciones localizadas 
de la cadena, y que son compatibles con sus parémetros 
estructurales. Llega a considerar trozos de hasta 14 w 
carbonos en secuencia, en moléculas ciclicas, y, a par­
tir de dichos modos elementales, obtiene {n). La conclu 
sién a la que llega es que los resultados son équivalen­
tes a los del modelo de Rouse-Zimm, con tal de que no - 
se consideren cizallas oscilatorias de frecuencia excje 
sivamente alta. Estos resultados pueden, entonces, con- 
siderarse como una confirmacién de que el esquema de - 
Rouse-Zimm mantiene su validez, incluse cuando se combi 
na con cadenas realistas, como es el caso de la teoria 
que hemos elaborado y describimos en esta Memoria.
CAPITULO I 
DINAMICA DE POLIMEROS EN DISOLUCION.
El objeto de este capitulo es presenter un resu­
men de las diverses teorias que tratan del comportarniento 
hidrodinâmico de cadenas poliméricas en disolucién, descri 
blendo especlalmente aquellas que nos sirven de base en el 
capitulo siguiente para confeccionar el esquema teérlco que 
utilizamos en nuestro estudio de moléculas de cadena corta 
(oligémeros) del présente trabajo.
La primera teoria que se aborda es la propuesta - 
por Kirkwood-Riseman (8 ) para la obtencién de ndmeros llmi 
tes de viscosidad de polimeros en disolucién. Aunque su - 
esquema formai no coincide con el que seré propuesto aqui, 
es interesante considerar las bases de partida, que van a 
ser comunes con las de otras teorias, asi como el tratamien 
to del problema y las conclusiones, que pueden servir para 
orientacién y comparacién.
A continuacién se describe con especial detenimien 
to la teoria de Rouse-Zimm (7 ), que représenta la base con 
ceptual dentro de la que discurrirâ nuestro trabajo. Se enu 
meran las diversas aproximaciones implicadas en dicha teoria 
y las posibles consecuencias que tienen sobre los resultados 
finales. Ademés, se describen las mejoras o modificaciones - 
que se han introducido en la teoria de Rouse-Zimm, discutien 
do la aportacién de cada una de ellas a una mejor compresién 
de la dinémica molecular.
1 0 “
1.1.- Teoria de Kirkwood-Riseman( 8)
Su objeto es la predicciôn de propiedades de 
transporte de disoluciones macromoleculares, taies como el 
ndmero limite de viscosidad (nj . Esta propiedad se define 
como
(n) * lim (( n - 4^)/n^c) , (1.1)
c>o
Siendo la viscosidad del disolvente, n la de la disolu- 
ci6n y c su concentracidn. Anteriores suposiciones teéricas 
(12) (13) (14) (15) afirmaban una proporcionalidad directa 
entre (n) y el peso molecular del pollmero (M) . Sin embargo 
la ley que se observa experimentalmente es del tipo
(n) -K^M“ , (1.2)
donde K^ y a son dos constantes emplricas que dependen del 
sistema pollmero-disolvente.
La discrepancia entre las teorias anteriores y la 
experimentacién se debe a que aquellas no consideraban el - 
hecho de la interaccién hidrodinémica, es decir, de la per- 
turbacién causada por cada unidad repetitive de la cadena - 
sobre la interaccién del disolvente con las demés.
El modelo hidrodinémico que Kirkwood y Riseroan pro 
ponen tiene en cuenta esta perturbacién, pudiéndose resumir 
de la siguiente manera:
Sea una molécula de pollmero formada por N+1 unida 
des repetitivas inmersa en un fluido (disolvente) de peso - 
molecular bajo. Cada una de estas unidadés repetitivas cons­
tituye uno de los eslabones que componen la cadena molecular 
del pollmero. Supongamos que el disolvente se encuentra en 
movimiento y se desplaza respecte de la macromolécula. El 
flujo 6 perfil de velocidad del disolvente se ve perturbado
por la presencla en su seno de los eslabones macromolécula 
res. Conslderados como centros puntuales de resistencla, - 
cada uno de ellos ejerce una fuerza sobre el disolvente que 
es
j f (Rj - vV) ,j (1.3)
donde j es el eslabôn considerado, f su constante de fric- 
cl6n (igual para todos los eslabones en el caso de un homo- 
pollmero), Rj la velocidad del fluido en el punto ocupado - 
por el eslabôn, y la velocidad que tendrla el fluido en 
dicho punto si no estuviera el eslabdn. Todos los vectores 
estân referidos a unos ejes coordenados fijos, coincidiendo 
el eje x con la direcciôn del flujo al que se somete la disg^ 
luciôn (Figura 1.1) que se supone proporcional a la coordena 








Siendo K la constante de proporcionalidad* Vj debe incluir 
todas las perturbaciones motivadas por la presencia del res 
to de los eslabones. Si se considéra uno de ellos, k, la - 
perturbaciôn que origine en el punto en el que se encuentra 
otro, j, se puede expresar, segûn Oseen como (16)
^jk - ^jk ^k ' (1-6)
donde es un tensor definido por
Tjk “ (l/8nno|Rjkl) + *jic ^Jk (1-?)
-»
Siendo el vector que une los puntos que ocupan los esla 
bones j y k. Por tanto a partir de las ecuaciones (1.3) y 
(1.6) se obtiene
N+1
^  -  f  (Rj -  V j) -  f  l ^  , (1 .8 )
donde vj es la velocidad del fluido en ausencia de pollmero 
tomada en el punto que de hecho ocupa el eslabôn j.
En orden a obtener el nûmero limite de viscosidad 
y siguiendo el método de Burgers (16), se suman todas las - 
contribuciones médias de las moléculas de soluto que se en- 
cuentran entre los pianos paralelos que se supone delimitan 
el flujo de la disolucién.
Esto lleva al siguiente resultado
N+1
(n)- - (Na/MnQK) I > , (1.9)
k-1
donde es la components X del vector y N^ es el nûme 
ro de Avogadro. <W> significaré, a partir de aqui, el pro- 
medio de la magnitud W sobre todas las posibles configura- 
ciones de la cadena.
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A partir de la ecuacién (1.8) se llega a 
1 N+1 - ^
"xk'-Z f«<tj*k» - f J  '(Tkifk)«xZl» ' (1-10)
donde e^ es un vector unitario dirigido segûn el eje X. 
Aproximando,
<(Tkifk)*xZj» • <(<Tki'fk)*xZj» ' (1-11)
<fji> se puede obtener desde la ecuacién (1.7) promediando 
sobre todas las configuraciones, con lo que résulta
< = (l/enn^) < 1/Rik> . (1.12)
Ademûs, si k o , puede suponerse que la funcién 
de distribucién de distancias intramoleculares del polime- 
ro no se ha alterado por la presencia del flujo.
Con todo ello, la ecuacién (1.10) se transforma
en
N+1 «





y Sj^  son los vectores que unen el centro de masas de 
la cadena con los eslabones j y k.
Entonces, se puede expresar
N+1 ^




T- f / 6,Ho b . (1.16)
La magnitud b, Introduclda en este punto, es la - 
distancia entre dos eslabones consécutives de la cadena.
La ecuacién (1.13) se simplifies cuando N+1 es un 
nûmero alto, ya que, en ese caso, es posible transformer la 
sumatoria en integral y los Indices en variables continuas 
con lo que dicha expresién se convierte en una ecuacién inte 
gro-diferencial• Su resolucién implies la obtencién de los - 
promedios de distancias intramoleculares contenidos en 
(ecuacién 1.13), para lo que la teoria supone una forma de- 
terminada de la funcién de distribucién. Si se toma el mode­
lo de cadena al azar, dicha funcién de distribucién es gaussia 
na, lo que signifies que se cumplen las relaciones
<r9 > « Nb2 (1.17)
<Rjk2> - |j-k|b2 (1.18)
y
= (i)^/^| j-kr^/2 b-^ , (1.19)
para valores de N suficientemente altos. <r^> es la distan 
cia extreme a extreme cuadr&tica media (<r^> »<R£ ).
Las soluciones de la ecuacién integro-diferencial 
dependen del parâmetro
X «1/2 = f «1/2/ , (1.20)
y con ellas, es posible calcular (n), obteniéndose una ley 
de variacién con N coïncidente con la ecuacién empirics 
(2.2). Asi,
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(n) * K^M para T o (1.21)
y
(n) - para Y  , (1.22)
permaneclendo el parâmetro a entre los limites 0,5 y 1 para 
valores Intermedlos de ^ N^/2,
Naturalmente, en el limite de valores altos de 
N, Tn ^/2 por lo que la ecuacién (1.22) debe considerar 
se como el resultado mâs correcte para polimeros de peso mo 
lecular alto.
Este resultado coincide con lo que experimental­
mente se obtiene para polimeros en condiciones e . En estas 
condiciones, la estadistica configuracional sigue la dis­
tribucién gaussiana, ajustândose a una de las aproximacio­
nes que se introdujeron en el modelo, como ya se ha visto.
Es de senalar que la magnitud représenta
la interaccién hidrodinémica, es decir el grado de pertur­
bacién del disolvente en el punto que ocupa un eslabôn, de 
bido a la presencia del resto de los eslabones de la cade­
na. Le corresponde el valor Tn^/2 - q cuando la interaccién 
hidrodinémica es nula (con lo que se reproduce el resultado 
encontrado por las teorias anteriores que ignoraban dicha - 
interaccién) , y el valor -► » cuando la cadena se corn
porta como impermeable, caso mâs frecuente en el estudio - 
de macromoléculas de alto nûmero de eslabones.
1.2.- Teoria de Rouse-Zimm.
El tratamiento de Kirkwood-Riseman da resultados 
ûtiles, pero présenta el grave inconveniente de no propor- 
cionar una descripcién del movimiento de la molécula. Ade- 
mâs, no considéra las fuerzas résultantes del movimiento
1 6 “
Brownlano al que se encuentra sometldo el pollmero. Estas 
fuerzas adlclonales pueden expresarse en sus très componen 
tes segûn (17) (18),
F'xj * - KT31n*/3Xj (1.23,a)
F'yj = - KT31n*/9Yj (1.23,b)
F*2j = - KT31n*/aZj , (1.23,c)
donde Xj, Yj y Zj son los componentes del vector poslclôn 
del eslabôn j, de acuerdo con el sistema considerado descr^ 
to en la secclôn anterior, K es la constante de Boltzmann y 
T es la temperatura absoluta; t(X^, Z^ .... Xw+i, Y^+l,
Zfi+l) es una funcién de distribucién que multiplicada por - 
el elemento de volumen qeneralizado, represents la probabi- 
lidad de encontrar cada eslabén j del pollmero en un entor
no diferencial del punto (Xj, Yj, Zj) .
Por todo ello, una teoria capaz de proporcionar - 
informacién sobre el movimiento del pollmero, de forma que 
con esta informacién se puedan calcular propiedades flsicas 
de la disolucién, serâ mâs compléta que la expuesta ante- 
riormente. En este sentido Rouse (5 ) y Bueche (g ) adopta
ron un modelo molecular adecuado para ello, que posterior-
mente Zirnn ( 7) perfeccioné matematicamente,
a) Esquema teérico
Se supone, como en la teoria de Kirkwood-Riseman, 
una molécula de pollmero en un disolvente sometido a flu­
jo. Se consideran N segmentes idénticos que unen a N+1 es­
labones. Estos segmentes son ficticios y cada uno de ellos 
se supone que contiene un nûmero apropiado de unidades mo- 
noméricas del pollmero, de tal manera que la distancia en­
tre los dos extremes del segmente présente una distribucién 
estadistica gaussiana, es decir que
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W(l) » a' exp(-3l2)/2b2 , (1.24)
siendo W(l)dl la probabllldad de que el segmento, en una - 
configuracién dada, tenga una longitud real comprendida en 
tre 1 y 1+dl; b es el valor mâs probable y a* es una cons­
tante de normalizacién.
Estos segmentes ejercen unas determinadas fuerzas 
sobre los eslabones que unen; como consecuencia de la dis­
tribucién de longitudes (ecuacién 1.24) , cada uno de los - 
segmentes équivale a un oscilador (Figura 1.2). En efecto, 
la distribucién estadistica de la longitud de un oscilador 
que sigue la ley de Hoocke es
W(X) - a"exp(-ql2/2) , (1.25)
siendo q la constante de fuerza del oscilador y a" una cens
FIGURA 1.2
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tante. Si se comparan las expresiones (1.24) y (1.25) se - 
obtiene que
q = 3 KT/b2 . (1.26)
Por têuito la fuerza que ejercerâ el eslabôn j-1 
sobre el j a través del segmente que los une es
-(3KT/b2)Rj,j_i . (1.27)
Una vez establecido ésto, se tiene una descrip- 
ciôn compléta de las fuerzas internas de la cadena que in- 
tervienen en el sistema y que représentâmes mediante las - 
ecuaciones (1.23) y (1.27). Particularizando para la compo­
nents X
—  KT31nf/»Xi - (3KT/b2) (X1-X2 ) (1.28,a)
Fjtj =- KT81nll/»Xj - (3KT/b2)(-Xj_i+2Xj-Xj_i)
(Kj<N+l) (1.28,b)
Fjj,n +i— KT31n*/»Xj,^.j^-(3KT/b2) (Xn +i-X«) . (1.28,c)
Para obtener la velocidad del fluido en el punto 
que ocupa el eslcdsôn j , se introduce la constante de fric- 
ciôn del eslabôn y el tensor de Oseen de la misma manera que 
se hacla en la teoria de Kirkwood-Riseman, es decir a través 
de las ecuaciones (1.3) y (1.6). Con ellas y con la (1.28,b) 
se llega a
Xj=Vxj- D31nŸ/3Xj - o(-Xj_i+2Xj-Xj+i)- 
N+1
a I Tjk(D3ln?/3Xk+o(-X%_i+2X%-Xk+i) (1.29)
M j
para l<j<N+l , siendo
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para j=l, j=N+l, se obtienen ecuaciones ligeraunente modif i 
cadas en relaciôn con (1.29) al intervenir^ 1.28,a) o (1.28,c) 
en lugar de (1.28,b).
La ecuaciôn (1.29) se puede expresar generaliza- 
da a todos los eslabones adoptando una notaciôn matricial. 
Asi, résulta







1 - 1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
0 --1 2 -1 ..... 0 0 0
0 0 0 0 ..... -1 2 -1
0 0 0 ..... 0 -1 1
f












A través de la ecuacldn de contlnuldad de Y
3*/3t=-div f(ji3Î/3t) + OY/3t) + {dî/Zt)] , (1.37f
donde t es el tiempo, slendo el operador divergencla
div s O/aî)’’ + (a/a?)T + (a/a%)^ (1.38)
se llega a la siguiente ecuaclôn diferencial lineal de se* 
gundo orden
3Y/3t = I |-(3Y/3u)Tvy - Y(3/3a)^Vu +
U=X,Y,Z
D(3/3u)*^ H(3Y/3u) + a (3Y/3u)^ HA u +
=] .oY(3/3u)T hÂ ü I  ^ (1.39)
La resolucidn de la ecuaciôn (1.39) se facilita 
si se consigne hacer una transformacidn a coordenadas nor­
males tal que diagonalice a las formas cuadrâticas présen­
tes en ella.
El paso de esta ecuacldn a coordenadas normales 
fuô llevado a cabo por Zlmtn ( 7) diagonallzando el tensor 
HÂ,
HÂ , (1.40)
Ô"^ HÂ Q = Â , (1.41)
estando Q formada por N+1 columnas que corresponden a los 
N-i-1 vectores propios o^. A es la matriz diagonal cuyos - 
tërminos no nulos son los valores propios
Ademds se obtiene que
Â ô = M , (1.42)
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donde M es una matriz diagonal de elementos no nulos y
Q-1 H = N f (1.43)
donde N es una matriz diagonal de elementos no nulos m^.
Es de hacer notar que y no tlenen por qué 
ser los valores propios de Â y H, ya que las transforma- 
clones descrltas en (1.42) y (1.43) no son de similarIdad.
Ahora es poslble slmpllflcar la ecuaciôn (1.39) 
a través de las transformaclones
X « Q 1 (1.44,a)
î - Q n (1.44,b^
2 . Q ( (1.44,c)
3/3X = Q-l'^.3/3 t (1.45,a)
3/3Y = Ô-i^.a/3 h (1.45,b)
3/3Î = Q-1'^.3/3 t (l,45,c)
SI suponemos que el flujo laminar es oscllatorlo
K exp(lwt) , (1.46)
tenlendo ic el mlsmo slgnlflcado que en la ecuaciôn (1.4) y
slendo w la frecuencla de oscllaclôn. A partir de las ecua
clones (1.41) a (1.45) se puede transformer la ecuaciôn -
(1.39) en
^ 4 H+1 f
3f/3t - - K çT (3Y/3% + y y Dv. 3*'r/3u^ +
w.(,n,C k-1 L *
o  +  » ) J  , (1.47)
con lo que es poslble obtener Y y resolver el problems fl 
slco planteado.
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b) Propiedades flslcas predlctibles con la teorla.
La ecuaciôn (1.47) se puede resolver desarrollando 
Y en potencies de <. Sin embargo, para la descrlpclôn de 
propiedades hldrodlnâmlcas, ôptlcas o elôctrlcas, de la dl- 
soluclôn, no es necesarlo conocer Y, slno el valor de cler- 
tas Intégrales en las que Y Interviens y que puedeievaluar- 
se sln el câlculo dlrecto de la funclôn de dlstrlbuclôn.
Asl, por ejemplo, el nômero limite de la vlscosl- 





Haclendo una transformaclôn a coordenadas normales, résulta 
N+1 N f
(KTO/D) (N+1 . (1-48)
donde
.......  dCn+l •
Con ayuda de la Integraclôn por partes, se llega al résulta 
do
J ••• ^^N+1 " kD/pjçO (2aXj^+l u) , (1.50)
y a partir de las ecuaclones (1.30), (1.31), (1.48) y (1.50) 
se obtiene
N
(n) • (N.b^f/6Mn„) I 1/X. (l+l«ü. ), (1.51)
k-1
slendo el tlempo de relajaclôn de la cadena correspondlen 
te al valor proplo X^, y que esté deflnldo como
» l/2oX% . (1.52)
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De Igual manera es poslble, a partir de los valo 
res propios consegulr expreslones teôrlcas de otras pro
pledades de la dlsoluclôn.
Asl,como otras propiedades hldrodlnâmlcas pueden 
flgurar las partes real e Imaglnarla del môdulo Intrlnseco 
complejo, que describe la tenslôn de clzalla que se produce 
en el piano debldo al flujo, deflnldo como (19), (20)
(gJ) = 11m (M/bRT) G* , (1.53)
R c-»o
slendo H la constante de los gases, y
G* = G' + 1 G" , (1.54)
^xy =* G* a sen wt + G" a cos ait , (1.55)
slendo a una constante y o^y dlcha tenslôn de clzalla. 
Entonces,
(g *) = (G' ) + 1  (g “) . (1.56)
 ^ R  ^ R  ^ R^
(g *^} se puede obtener a partir de los valores propios 
de HÂ, ya que résulta (21) , (22)
N 2 2 9
f c )  = [ (X A^) / (1+ u. (X./X )2) (1.57)




(G"j) = I u%(Xi/Xk)/(l+ü?%(Xi/X%)2) , (1.58)
(1.59)
Las propiedades ôpticas de la dlsoluclôn vlenen 
regldas por el tensor de polarlzabllldad r (23). El éngu- 
lo menor que forman los ejes del tensor con el eje coorde 
nado X, que représenta el flujo hldrodlnâmlco de la dlso- 
luclôn, es lo que se define como ângulo de extlnclôn x*
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Conociendo los valores propios se puede pre- 
declr su valor segûn ( 7), (24)
N _1 N _
tang 2 % = (N KT/kh m (h )) ( [ X )/ Î X, . (1.60)
A O  k k=l ^
k=l
Otra magnltud derivable del esquema teôrlco propuesto es el 
momento eléctrlco por unldad de campo eléctrlco y por mold 
cula, p, que es(25)
p =    —  , (1.61)
E
donde p es la constante dleléctrlca de la dlsoluclôn y E el 
campo eléctrlco apllcado. Se puede deduclr (7 ), que
N ^
p - («:b2/3KT) y (0^+1 ^-0  ^%)^/w^(l+iw/0 X%), (1.62)
slendo naturalmente,
°N+l^k ■ °l,k ° ‘"N+l’k ■ ‘ *i’k . (1-83)
y Oj^ son las components s N+1 y 1 del vector proplo 
Oj^ de HÂ.
c) Resoluclôn de la ecuaciôn de valores propios
Segûn lo hasta ahora dlcho, para obtener una des­
crlpclôn compléta del movlmlento del pollmero en el seno de 
la dlsoluclôn, asl como para consegulr valores teôrlcos de 
diverses propiedades de ésta, es necesarlo calculer los va­
lores propios de la ecuaciôn (1.40). En la teorla general de 
Rouse-Z1mm este célculo va acompanado de una serle de aproxl 
madones ( 7) , (ig) que, como se verâ a contlnuaclôn son de 
Igual naturaleza a las que se hlcleron para resolver la ecua 
ciôn (1.10) en la teorla de Klrkwood-Rlseman.
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En primer lugar es preciso suponer un valor prome 
dio para H ya que es muy complicado promedlar sobre todas - 
las conflguraciones después de obtener los valores propios. 
Por tanto H quedarâ como funclôn de los promedlos Intramo- 
leculares de la cadena de acuerdo con las ecuaclones (1.12) 
y (1.35).
Ademâs se supone un valor grande para N. Con esta 
condlclôn se pueden representar los valores propios a través 
de una funclôn continua,
Ov = (2/N) 1/2 g (s ) (1.64)
donde
s^ = (2k/N) - 1 . (1.65)
Entonces es poslble transformer los operadores matrlclales 
en operadores Intégrales, lo que lleva a la ecuaciôn
1 p
(s^)+h I f(s.)(|si-Sj|)"% ds.= (-N'‘/4)X 0(8^) ,(1.66)
slendo
/ (12ïï^)^ n^bh = f N? *3)4  , (1.67)
Sj, = (21/N) - 1 (1.68)
Sj = (2j/N) - 1 (1.69)
y deblendo cumpllrse las condlclones de contorno
o' (+1) = o . (1.70)
Para llegar a la ecuaciôn (1.66) es preciso supo­
ner que los promedlos reciprocos que se Introducen en H, 
son los calculados slgulendo la estadfstlca gausslana, de 
acuerdo con la ecuaciôn (1.19).
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Se puede apreclar que h es dlmenslonalmente seme- 
jante al p a r â m e t r o , deflnldo en la teorla de Klrkwood- 
-Rlseman, que segûn se vl6 representaba a la Interacclôn hl- 
drodlnûmlca. En efecto, es Inmedlata la relaclôn entre ambos 
parûmetros,
1/2
~ N^/2 _ h (1.71)
y, de Igual manera que se hlzo en la cltada teorla, se estu- 
dlan especlalmente las casos de Interacclôn hldrodlnûmlca nu 
la o total. Asl, si h + o, los valores de X obtenldos a par­
tir de la ecuaciôn (1.66) tlenden a
X% = #2k2/N2 (K=0,1...N), (1.72)
mlentras que las funclones proplas son
Oj^(s)* cos(*ks/2) si k es par (1.73,a)
oiç(s) * sen(irks/2) si k es Impar . (1.73,b)
Con vlstas a obtener el nûmero limite de vlscosl* 
dad, segûn la ecuaciôn (1.51), es preciso evaluar la suma - 
de los Inversos de los valores propios, lo que se consigne 
aslmllando esta suma a la funclôn zeta de Relmann , resul» 
tando
I  Kh = n 2/6 , (1.74)k 
k=l
con lo que en el caso de un fluldo con flujo no oscllato­
rlo (w=o), se obtiene
, (n) - n 2 f/36Mn^ . (1.75)
Como M es dlrectamente proporclonal a N y el res­
te de las magnitudes que Intervlenen en el segundo mlembro - 
de la ecuaciôn (1.75) no dependen de N, se puede dar como -
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resultado, en este caso, la proporclonalIdad dlrecta entre 
(n) y el peso molecular, es declr la ecuaciôn (1.21).
Sln embargo el caso de mayor Interés es el que co 
rresponde a h + o, es declr de compléta Interacclôn hldrodl- 
nômlca. Para él se slgue un método varlaclonal, que Incluye 
el desarrollo de «en serle de Fourier (26) con lo que ré­
sulta
X^- jC'(k)-8»y (a* (l)-s'(k) )2/{ (l/k-k/l)2(c* (l)-c'(k) )},
" (1.76)
slendo
X* « (N^/4b)Xk (1.77)
k
1 = 2m-l para k Impar (1.78,a)
1 = 2m-2 para k par f (1.78,b)
tenlendo en cuenta las condlclones restrictives l^k, 1/0, 
y slendo
c*(n)=n^/^(2*nc(*n) - s(*n)] (1.79,a)
s*(n)-n^/2 a(,n) . (1.79,b)
s(x) y c(x) se deflnen como las Intégrales de Fresnel
✓ X
s(x) - (2h)"^/2 I gent dt (1.80,a)
/ O
c(x) - (2,)-l/2 r* cos t dt / (1.80,b)
Slendo x y t dos variables reales.
A partir de la ecuaciôn (1.76) se obtiene el slgulen 
te resultado numôrlcom
I X' - 0,586 , (1.81)
k-1
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Por tanto, y utillzando la ecuaciôn (1.51) con - 
o, se llega a
(n) (o.c.qr.) - 2,84.1o23b3N3/2/M . (1.82)
Se puede comprobar que en este caso existe una - 
proporclonalldad entre (n) y M^/2, es declr la mlsma que la 
obtenlda en la teorla de Klrkwood-Rlseman para -► «»,
en la ecuaciôn (1.22). SI se define
♦ « M (n}/(bN^/^)^ , (1.83)
se obtiene el resultado
♦ - 2,84.1023(mol"l) . (1.84)
Es de senalar que * tlene aqul el mlsmo sentldo - 
flslco que la constante de Plory, deflnlda (27) como cons­
tante emplrlca medlante
♦ » M (n)/<rZ>3/2  ^ (1.85)
lo que se comprueba sustltuyendo <r > en (1.85) por la ex- 
preslôn correspondlente a una cadena que slgue la estadlstl 
ca gausslana (ecuaciôn 1.17).
En resumen, se puede llegar a la concluslôn de - 
que la teorla de Rouse-Z1mm proporclona en los casos limi­
tes de Interacclôn hldrodlnâmlca nula y total, resultados 
Idôntlcos a los de Klrkwood-Rlseman para nûmeros limite de 
vlscosldad.
d) Aproxlmaclones reallzadas.
Como se ha vlsto a lo largo de la exposlclôn, las 
aproxlmaclones Impuestas para la slmpllflcaclôn matemàtlca 
del problema son las mlsmas que las que se llevan a cabo - 
en el modelo de Klrkwood-Rlseman, es declr:
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1^) Promedlo previo del tensor de Oseen,
ya que (n) se debe calculer a través del promedlo 
2* y al evaluar lo se ha supuesto un valor medio
j=l
para la matriz H, en lugar de haberse reallzado todo el pro 
ceso matemâtlco con un H genérlco y después promedlar, como 
hublera sldo més correcto hacer.
2^) Conflguracl6n macromolecular de cadena al azar,
que va Implicite al considérer segmentes de cade­
na que slguen dlcha estadlstlca e Independlentes entre si, 
por lo que toda la cadena loglcamente tamblén la segulré. 
Ademés, se hace uso explicite de la estadlstlca gausslana 
al Introduclr los promedlos reciprocos que aparecen en la 
matriz H, expresândolos a través de la ecuaciôn (1.19), pa 
ra obtener la ecuaciôn (1.66).
3^) Limite de pesos moleculares altos.
Esto équivale a conslderar N+1>>1, lo que, como 
en la teorla de Klrkwood-Rlseman, permlte pasar de ecuaclo 
nés matrlclales a ecuaclones Integro-dlferenclales més sen 
cillas de resolver.
Todas estas aproxlmaclones, asl como otras cues- 
tlones surgldas de la formulaclôn del modelo, van a ser - 
dlscutldas en el siguiente apartado en el que se conslde- 
ran las dlstlntas mejoras y modlfIcaclones que se han pro 
puesto a esta teorla.
1.3.- Teorlas derlvadas de la de Rouse-Zlm#,
Como se ha comprobado en el anterior apartado, - 
la teorla de Rouse-Z1mm représenta una buena base de par- 
tlda para el estudlo de la dlnâmlca de cadenas macromolecu 
lares en dlsoluclôn. Sln embargo contlene una serle de apro
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xlmaclones que diverses autores han tratado posterlormente 
de mejorar. A contlnuaclôn se exponen las aportaclones més 
Importantes en este sentldo que se han descrlto en la blbllo 
grafla.
a) Interacclôn hldrodlnâmlca parclal.
El primer problema que se planteô fuô el de obte­
ner valores propios para interacclôn hldrodlnémlca parclal, 
es declr para o<h<«, lo que se reduce a la resoluclôn de la 
ecuaciôn (1.66) , para valores flnitos de h. Para ello se - 
han seguldo dos camlnos dlstintos, segûn se veré seguldamen 
te.
Hearst (28) aproxima los valores propios resultan 
tes de (1.66) a una comblnaciôn (suma) de dos térmlnos, uno 
de los cuales représenta la contribuciôn de una Interacclôn 
hldrodlnémlca nula, y el otro la contribuciôn propla de una 
cadena Impermeable. Asl
.2 9 4hx'
X. = —  (k^+ — ^ )  , (1.86)
^ N2 TT
donde x^ son los valores propios calculados por Zimmi para 
h «
Con ello se consigne el siguiente resultado para 
el nûmero limite de viscosldad, si a> = o
(n) = (N^b3N3/2/(i2„)l/2M) h ’F(h') , (1.87)
slendo
h' - 2h , (1.88)
m 2 “ 1
F(h’) = —  y X7 (1.89)
)..l '
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con los calculados a partir de la ecuaciôn (1.86).
h*F(h*) es por tanto una funclôn tabulada que po­
sée el valor o para h*»o y el valor 2,87 para h'+*.
Por tanto para cadena Impermeable se obtiene, des 
de (1.83) y (1.87)
* - 2,87Na/(12,)l/Z_2,82.1oZ3(mol"l) , (1.90)
que practlcamente coïncide con el valor obtenldo por Zimm.
Se puede declr que los resultados provenlentes - 
de la ecuaciôn (1.87) son semejantes a los obtenldos para 
(n) en funclôn de T n ^/2 por Klrkwood-Rlseman, tenlendo en 
cuenta la relaclôn (1.71), si bien se dlferenclan de ellos 
llgeramente, debldo a que se utlllza un môtodo de célculo 
dlstlnto.
Tschoegl (21) utlllza para haHar los valores pro 
plos(x^), en funclôn de h, la transformaclôn de la ecuaciôn 
integro-dlferenclal (1.66) en un slstema de ecuaclones 11- 
neales homogeneas, segûn el método de Zlm$ (26), y resuel- 
ve este slstema tratando la Interacclôn hldrodlnémlca como 
una perturbaclôn. En la resoluclôn tlene en cuenta hasta - 
térmlnos de segundo orden en la perturbaclôn.
De esta manera se llega a la expreslôn
X" => kZ+(2h/it)c'(k)-(5ii)Zy(8'(l)-s'(k))Z(l/lc-k/l)Z/
m
•[(lZ-kZ) + (2h/.)(o'(l)-c'(k))l , (1.91)
donde
XjJ - (N2/.2)X% . (1.92)
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c*(n) y 8*(n) tlenen el sentldo expuesto en las ecuaclones 
(1.79,a) y (1.79,b).
Para valores de k altos se puede emplear el resu^ 
tado aslntôtlco
1% - + (2h/»)k^/^(itk-0,5) , (1.93)
Ahora es poslble tabular valores de # frente a h, ya que a
partir de las ecuaclones (1.51) y (1.83) se puede poner, -
paraw» o.
« (h) - N (li)^/^ îi y 1 . (1.94)
* 3 «Tk-l k
Los valores limites para *(h) resultan ser
♦(h) ■ oj h = o (1.95,a)
♦ (h) - 2,84.1023(mol"l) ; h-»« . (1.95 ,b)
Esta tabulaclôn puede compararse con la hecha - 
por Hearst, vlendo que se llega en ambos casos a resultados 
semejantes.
Por tanto se ha conseguldo evaluar los valores - 
propios de la ecuaciôn (1.66) en funclôn de h, obtenléndo- 
se asl una descrlpclôn bastante aproxlmada de la varlaclôn 
de varias propiedades de la dlsoluclôn frente a la Interac 
clôn hldrodlnémlca.
b) Teorla de Pyun-Flxman (24)
Représenta una modlflcaclôn respecte a la de Rou­
se- Z 1mm en la verslôn de Hearst (28), basada en los dos - 
puntos slaulentes:
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1) Consideraciôn del volumen excluido de la cadena.
2) No efectuar promedio previo del tensor de Oseen.
La introducciôn de estos puntos en la teoria de 
Rouse-Zimm la realizan de forma aproxlmada, como es natu­
ral, tenlendo que conformarse con descrdb Ir el efecto de 
volumen excluido de forma muy slmpllsta y tratando la ecua 
clôn de dlfuslôn medlante un método de pertuib aclones al 
renunclar a un tensor de Oseen prevlamente promedlado.
Con respecto al primer punto es necesarlo sena­
lar que el prcb lema del volumen excluido se présenta en to 
dos los casos en los que la temperature a la que esté la - 
dlsoluclôn no sea la llamada "temperature 0" ( 27). Este - 
efecto de volumen excluido corresponde a la exlstencla de 
Interacclones entre las dlstlntas unldades monomérlcas del 
mlsmo polimero que aûn estando separadas entre si a lo 1er 
go del contorno del esqueleto de la cadena, se encuentran 
prôxlmas en el espaclo. Las Interacclones Intramoleculares 
de este tlpo se denomlnan de "largo alcance" para dlstln- 
gulrlas de las de "corto alcance" producldas entre eslabo 
nés que son veclnos o que se encuentra prôxlmos en el es­
queleto de la cadena. Las Interacclones de largo alcance 
producen como efecto una desvlaclôn de las dlmenslones In­
tramoleculares respecto a las correspondlentes a una dls­
trlbuclôn estadlstlca gausslana.
Pyun y Flxman ( 24) Introducen el volumen exclu^ 
do como una fuerza adlclonal que se superpone a las fuerzas 
elâstlcas que representan a los osclladores en el modelo - 
de Rouse-Zlmm. Las nuevas constantes de fuerza se represen 
tan como
q'=3kT/a'2  ^ (1,9 6)
donde
b'=ba f (1.9 7)
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siendo o el coeflclente de expansion de la cadena, es declr
c? = <r^>/<r^>o , (1.98)
donde <r^>o es la dlstancla extremo-extremo cuadrâtica me­
dia en condlclones 8
Como ya se ha dlcho, la teorfa slgue un método de 
perturbaclones para calculer los valores propios que no exi 
ge nlngûn tlpo de promedlo previo para el tensor de Ossen, 
T.
El resultado al que se llega para ♦ es
♦ (h)=(Nj^/(3it)  ^ ^^|kZ+(4h^/itZ)(i^(k)+i2(k)
(1.99)
slendo
h h/o , (IJOO)
I^(k) = k^^^w(kirc(k*)-j s(kir)] , (1.101)




c(x) y s(x) son las Intégrales de Fresnel, deflnldas en 
(1.80,a) y (1.80,b).
Asl es poslble tabular * (h), obtenléndose el va­
lor o para h=o y el valor 2,68.10^^ (mol“ )^ para h+*.
Comparado este ültlmo valor con el calculado - 
por Zlmm, se observa una dlferencla por defecto con respec 
to a este ûltlmo del 5,6%. Este nuevo valor se acerca més
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al experimental, que Flory (29) ha fljado ultlmamente en - 
2,5.10^3 (mol-1).
Sln embargo desde el punto de vlsta teôrlco no debe 
atrlbulrse al valor de Pyun-y Flxman més validez formai que 
al de Zlmm ya que aunque no usa el promedlo previo del ten­
sor de Oseen, sln embargo utlllza un método de perturbaclo­
nes completamente dlstlnto al empleado por Zlmm y Hearst y 
de cuya mayor o menor exactltud no se puede dar segurldades.
c) Teorlas de Yama)cawa y de Osakl. (Interacclôn hldrodlnéml­
ca reduclda).
En todo el desarrollo anterior slempre que apare- 
ce una sumatorla extendlda a todos los valores propios de la 
cadena se ha supuesto que se la puede conslderar como compuesta 
por InfInltos térmlnos, dado que N se ha tomado como un nûme 
ro muy grande. La consideraciôn de N>>1 es, segûn ha quedado 
dlcho, précisa para reduclr las ecuaclones matrlclales de va 
lores propios a ecuaclones Integro-dlferenclales. Sln embar­
go, no tlene por que llevar aneja la aproxlmaclôn de sustl- 
tulr las sumatorlas sobre valores propios por series Infini 
tas. Por tanto, los resultados que se obtengan al evaluar dl- 
chas sumas de manera exacta deben dlferlr de los vlstos ante 
rlormente, en especial cuando el valoir aslgnado a N no sea 
exceslvamente alto.
Ycunakawa (30) Introduce en su teorla hldrodlnémlca 
esta mejora, dentro del contexte propuesto por Pyun-Flxman. 
Ademés, anade un nuevo concepto:considéra los eslabones como 
esteras rlgldas de radio a^ en lugar de como puntos. Con ello 
reduce el pollmero a un slstema de esteras slgulendo el mé­
todo de Bloomfield , Dalton y Van Holde (31). Al Introduclr 
un tamano flnlto en los eslabones, el tensor de Oseen se - 




(2a2/|Rjk|Z)(| - (RjkRjk>/|5^kl^>^} . (1.103)
El resultado a que se lleqa para ^(h) con el trata 
miento de Yam&Kawa es
*(h)-(N.h/(3,)l/Z) ^ {(l-f(7) )k^+(4h/itZ)
k-lV
(lj(k)+l2(k))j (1.104)
I^(k) e Igfk) tlenen el mlsmo slgnlflcado que en la ecuaciôn 
(1.9 9), segûn se vlô en las (1.101) y (1.102)*
slendo
f(7) - 2 (6/,)1/2 ~ (1.105)
Y = 2a /b (1.106)
r •
Por tanto se puede apreclar que la ecuaciôn obte 
n Ida (1.104) es dlferente respecto de la de Pyun-Flxman
(1.99) en dos aspectos:
1) Aqul no se Incluye volumen excluido, es declr se presupo- 
ne 0 * 1 .
2) Aparece un tôrmlno corrective que depende de a^, cuyo sl£ 
nlflcado serâ anallzado a contlnuaclôn, expllcltando la - 
relaclôn entre y y h.
En efecto, para una esfera que, en un clerto dlsol 
vente slgue la ley de Stokes
f = 6*nQ a^ y (1.107)
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comblnando esta ecuaciôn con la (1.67) , se obtiene que
h - 1 (3/,)1/2 - ^1/2 . (1.108)
2
Esto puede Interpretarse en el sentldo de que y es una me- 
dlda de la capacldad de Interacclôn hldrodlnâmlca de la ca­
dena, en funclôn de su naturaleza y de la del dlsolvente, - 
pero Independlentemente de su longltud (y no depende de N), 
mlentras que h représenta el efecto total de Interacclôn - 
hldrodlnâmlca que loglcamente debe depender de N, ya que, 
al aumentar el nûmero de eslabones, el fluldo se verâ mâs 
perturbado en su Interacclôn con cada uno de ellos, a causa 
de la presencla de los demâs.
Conalderando todo ésto, es preciso définir un pa- 
râmetro de Interacclôn hldrodlnâmlca reduclda que debe ser 
dlmenslonalmente idôntlco a y', y que en su forma mâs sencl- 
11a se puede expresar como
h* = h n"^/2 / (1.1 0 9 )
que serâ empleado mâs adelante.
Ahora ♦ depende tamblén de ?  y tabulândolo frente 
a h y 7  se obtiene que
1) Para h-^« (h>100) , * se acerca mucho al limite de Pyun y
Fixman (2.68.10^3 mol“ ^ ) .
2) Si h<100/* depende fuertemente de y hasta e. panto que 
puede aumentar, disminuir o permanecer constante al au­
mentar h, dependiendo del valor de f adoptadc.
Por tanto, la introducciôn del tamano cio ios esia 
bones y el câlculo de las sumas hasta valores de N no inf^ 
nitos produce, cuando éstos no son muy altos, comportamien 
tos no previstos anteriormente y en los que interviene un
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nuevo parâmetro de Interacclôn hldrodlnâmlca que no depen­
de de N.
Osakl (22) ha revlsado la ecuaciôn Integro-dlferen 
clal (1.66) planteada por Zlmm, camblando los limites de - 
Integraclôn para evltar sumar la contribuciôn del tôrmlno - 
correspondlente a S£*Sj. Esta modlflcaclôn puede escrlblrse 
en forma de una ecuaciôn Integro-dlferenclal reformada que 
es
fl
- 1/2oTis^ ) (l-4h*)+h a"(sj) ( Isj-sjl)" / dSj.(-N2/4)X .(si) . (1.110) 
-1
El factor 4h* procédé de ellminar la contribuciôn correspon 
dlente a s^*Sj.
SI h*=0,25, la ecuaciôn (1.110) pierde el primer - 
tôrmlno y su resoluclôn es por tanto semejante a la de (1.66) 
cuando h+*. Por tanto para este caso  ^permanece constante en 
su valor limite dado por Zimm (2,84.1q23 mol“^).
SI h*/ 0,25, la ecuaciôn (1.110) puede escribirse en 




lo que lleva a
o"(si)+hTp rf'(Sj)(|Si-8j|)"^/^<3Sj=(-N2/4)X,j,o(si), (1.113)
que coïncide formalmente con la de Zimm (salvo por el slgni 
flcado de h^ , y kp) y puede por lo tanto resolverse slgulen­
do el môtodo de Tschoegl segûn se vlô anteriormente. Una - 
vez obtenidos los valores X^ pueden calcularse los X a tra
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vés de la ecuaciôn (1.112) y apllcando la (1.94) se consl 
guen valores de * como funclôn de h* y de h. (O de h* y N).
Los resultados son parecldos a los que se logran .
en la teorla de Yamakawa, sln mâs dlferencla que en el llmi 
te de el cual es en este caso el predlcho por Zlmm,
mlentras que Yamakawa obtiene el predlcho por Pyun-Flxman.
Em ambos existe un valor de h* para el que  ^per 
manece constante al varlar h o'N. Segûn Yamakawa * es cons 
tante para y=0,43. De las ecuaclones (1.108) y (1.109) se 
deduce Inmedlatamente la relaclôn
h*= i (-) / (1.114)
 ^ *
que proporclona un valor de h*= 0,21 para que ♦ sea constan
te, llgeramente dlstlnto al de Osakl (h*=0,25)
Parece, pues, que estos valores corresponden a - 
unas condlclones taies que la cadena se comporta como Im­
permeable Independlentemente del nûmero de eslabones que - 
posea.
Por tanto, el parâmetro de interacclôn hidrodinâ- 
mlca reduclda proporclona informaciôn en la zona en que 4 
es susceptible de varlar con h (permeabllldad parclal de 
la cadena), pudlendo Incluso su valor determinar la imper 
meabllldad del pollmero Independlentemente de h.
d) Câlculo exacto para cadenas cortas
Como ya se ha vlsto, los resultados que proporcio- 
na la teorla de Rouse-Zlmm sôlo son vâlidos para cadenas de 
N altos, ya que exlsten una serle de aproxlmaclones matemâ- 
tlcas que son vâlldas exclusivamente bajo dlcha condlclôn.
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En las modificaciones de Yamakawa y Osakl se corr^ 
gen alqunas de estas aproxlmaclones, pero aûn subsiste en 
ellas la transformaclôn de la ecuaciôn matrlclal de valores 
propios (1.40) en la ecuaciôn Integro-dlferenclal (1.66). 
Evldentemente para bajos valores de N es necesarlo resol- 
ver dlrectamente la ecuaciôn matrlclal, si se qulere obte­
ner resultados mâs exactos.
La ecuaciôn (1.40) no ha sido resueIta de manera 
analltlca, debldo a la gran compllcaclôn matemâtlca que - 
ello supone. Pero si es poslble consegulr resultados numé 
rlcos para ella, cuando N no es demaslado alto.En efecto, 
el problema numôrlco se reduce a dlagonallzar la matriz HA, 
slendo Â y H las matrices deflnldas en las ecuaclones (1.34) 
y (1.35), respectlvamente. Para dar valores numôrlcos a los 
componentes de la matriz H es preciso suponer una estadlstl 
ca deflnlda para los promedlos reciprocos, al Igual que se 
hacla en el esquema clâsico de Zimm para llegar a la ecua- 
clôn (1.66). Como allf se hlzo, en principle se escoge la 
estadlstlca gausslana. Entonces a partir de las ecuaclones 
(1.19) y (1.35) se define
- f“lk “ 1 '■ ) = k
Ha y (1.115)
(B^k=(2/|j-k|)l/2h*; j / k ,
y por tanto para cada valor de h* y de N se obtienen N va­
lores propios dlstintos de cero. (Las matrices H y Â tie- 
nen de dlmenslones (N+1,N+1) pero por ser el déterminante 
de Â nulo, existe un valor proplo de Â y tamblén de HÂ 
que es cero). Con estos valores propios es posible prede- 
clr, como en los casos anteriores, las dlstlntas propieda 
des de la dlsoluclôn.
Thurston y Morrison (33) fueron los prlmeros en 
calculer los valores propios exactos medlante un slstema 
numôrlco de dlagonallzaclôn de HÂ, para un rango de N des
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de 1 a 15, comparândolos con los obtenldos a partir de la 
teorla de Pyun-Flxman. Las dlferenclas entre unos y otros 
son muy acusadas. Mâs tarde, Thurston (34) amp116 el câl­
culo para valores de N que llegaban hasta 100, proponlendo 
ecuaclones emplrlcas aproxlmadas que se ajustan bastante 
bien a los resultados obtenidos.
Ademâs, Lodge y Wu (35) han proseguido la resolu- 
ci6n exacta de la ecuaciôn (1.40) hasta un valor de N cer- 
cano a 300, limite en el que la resoluclôn analltlca apro­
xlmada produce buenos resultados.
Los resultados son en todos los casos bastante dis 
tlntos de los anteriormente descritos para valores muy bajos 
de N, acercândose a ellos a medida que N crece. Osakl (22) 
compara sus resultados para * con los exactos de Lodge y Wu 
y con los de Tschoegl (en los que no Influye el parâmetro h*) 
y muestra que todos ellos colnclden cuando N se hace sufl- 
cientemente alto, hacla el limite de 2 ,8 4.10^3 mol”  ^obten_i 
do por Zimm para cadenas imperméables.
Tambiôn es de senalar que el valor de h* para el - 
que * se hace constante en la resoluclôn exacta estâ muy cer 





En el capltulo anterior se han resumido las mâs im 
portantes aportaclones al estudlo de la dlnâmlca de pollme- 
ros en dlsoluclôn. Dlcho estudlo présenta unas especlales - 
dlficultades cuando las moléculas de polîmeros tlenen un ba 
jo grado de pollmerizaclôn. Estas dlficultades provienen, - 
en primer lugar, de la Imposlbllidad de apllcar en dicho ca 
so las aproxlmaclones matemâtlcas correspondlentes a N>>1 
que son vâlldas cuando se trata de polîmeros de grado de po 
llmerizaclôn elevado. Ademâs de estas dlficultades, hay que 
senalar otras dos, que Imponen rectricclones muy importantes 
en la elaboraclôn de una teorla hldrodlnâmlca para oligômeros
1^ ) Falta de consistencia de la aproxlmaclôn que supone es­
tadlstlca gausslana para la dlstrlbuclôn espacial del 
pollmero. Esta aproxlmaclôn sôlo puede aplicarse a diso 
luciones en condlclones 0, cuando N es muy alto.
2^) El dlsolvente no puede representarse como un medio conti 
nuo, debldo a que sus moléculas ocupan un volumen compa­
rable al del oligômero. El error que se comete con la - 
aproxlmaclôn es menor cuando N es alto porque entonces - 
la estructura de las moléculas de dlsolvente pierde impor 
tancla respecto al gran tamano de las de soluto.
De estas dos restricciones, la segunda es muy dlfl- 
cil de salvar, debldo a que no existe una base teôrica adecua 
da que permita prescindir de ella. Sin embargo, para evitar - 
la primera, es posible modificar convenlentemente las teorlas 
ya establecldas, elimlnando la aproxlmaclôn a estadlstlca gau 
ssiana, ya que no es una condlclôn bâsica en ellas, Si.no que 
se adopta en el transcurso de los desarrollos matemâtlcos.
En el présente capitulo se expondrâ un método que
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extiende la aplicabilidad de la teorla de Rouse-Zimm al - 
caso de oligômeros en dlsoluclôn, tenlendo en cuenta el - 
carâcter no gausslano de la dlstrlbuclôn espacial de estas 
moléculas de cadena.
2.1.- Modelo teôrlco.
En la teorla de Rouse-Zimm se supone que la cade­
na estâ dlvldlda en N segmentes estadlsticos que unen a N+1 
eslabones y que las fuerzas entre eslabones son equlvalen 
tes a las que habrla si los segmentes fueran osclladores - 
armônlcos. Asl, si n es el nûmeros de unldades repetltlvas 
de la cadena, el nûmero de monômeros por segmente estadls- 
tlco es
m^ = n/N . (2.1)
En el caso de oligômeros vamos a proponer un mode 
lo molecular mâs realista en el que cada eslabôn correspon 
de al centro de una unidad repetitive. En el caso de cade­
nas largas los segmentes estadlsticos son entidades ficti- 
clas que equlvalen a un cierto nûmero de unldades repetiti 
vas. Cuando la cadena es corta, como en el caso de los oli 
qômeros es mâs correcto describir la cadena por medio de - 
sus unldades repetltlvas reales y tener en cuenta la geome 
tria concreta de su estructura, deflnlda a través de sus - 
ângulos y dlstancias de enlace.
Van a existir tantos eslabones como unldades re- 
petitivas, con lo que m^ serâ igual a la unidad. Esto no - 
estâ en consonancia con la suposiciôn de segmentes estadl£ 
ticos propla de la teorla de Rouse-Zimm, pero no es incon- 
sistente débido a que lo que se hace es asimilar cada uno 
de los osclladores a un grado de libertad vibraclonal de 
la cadena, con lo que los N osclladores representarân las 
N vibraclones entre unldades repetltlvas consecutivas. Si 
se considéra, como se harâ de aqul en adelante, la molécu- 
la de pollmetlleno (o n-alcano), los osclladores se esta-
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bleceràn uniendo a los grupos -CHg.
Ademâs, Zwanzlg (36) ha demostrado que la suposi 
ciôn de segmentos eatadlstlcos no es necesaria para llegar 
a las ecuaclones de Rouse-Zimm.
El modelo asl planteado présenta Inmedlatamente - 
dos inconvenientes que corresponden a las dos rectrlcciones 
expuestas en la Introducclôn de este capitule.
1**) Los ollgdmeros no pueden conslderarse como cadenas es- 
tadlsticas, al intervenir en elles interacciones de cor 
te alcance entre eslabones no consécutives y, en el ca­
se de que la disoluciôn no este en condiciones e , inte 
raciones de largo alcance. Per tante, la teorla origi­
nal de Rouse-Zimm no puede aplicarse con rigor a este - 
modelo.
2*) Las unidades monomfiricas son de un tamaho comparable, y 
a veces menores, que las molécules de disolvente. Teori 
camente, sin embargo, el efecto de la estructura discon 
tinua del disolvente sobre el eslabôn puede tratarse de 
forma promediada como un "ruido", le que realmente s61o 
ocurre si las moléculas de disolvente son puntuales. De 
bido a que el estudio de interacciones no promediadas - 
para el disolvente es de una gran dificultad tedrica, es 
preciso ignorer este hecho, pero constatândolo a la hora 
de enjuiciar los resultados obtenidos con el modelo.
For tanto, las modificaciones a la teorla de Rouse- 
Zimm se harân en orden a adecuarla a la descripcidn de la di- 
nàmica de cadenas no estadlsticas, en las que no ser&n vali­
das las expresiones gaussianas de distribuciôn de distancias
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2 . 2 . -  M o d i f i c a c i ô n  d e l  p r o c e d l m i e n t o  d e  T h u n t o n - M o r r i s o n .
E n  e l  c a p l t u l o  I s e  l l e g d  a  l a  c o n e l u s i 6 n  d e  q u e  
p a r a  r e s o l v e r  l a  e c u a c i ô n  d e  v a l o r e s  p r o p i c e  ( 1 . 4 0 ) ,  e n  e l  
c a s o  d e  q u e  N  n o  s e a  u n  n d m e r o  g r a n d e ,  e s  n e c e s a r i o  p r o c é d e r  
a  u n  c â l c u l o  n u m é r i c o  d i r e c t e ,  e s  d e c i r  a  l a  d i a g o n a l i z a c i ô n  
d e  H A  m e d i a n t e  u n  a l g c r i t m o  a d e c u a d o .  A  h a  s i d e  p r e v i a m e n t e  
d e f i n i d a  e n  l a  e c u a c i ô n  ( 1 . 3 4 ) ,  m i e n t r a s  q u e  H  d e p e n d e  d e l  
p a r â m e t r o  d e  i n t e r a c c i ô n  h i d r o d i n â m i c a  r e d u c i d o  h *  y  s e  d e ­
f i n e  e n  l a  e x p r e s i ô n  ( 1 . 1 1 5 ) .  E l  p r o b l è m e  q u e  se p l a n t e s  - 
a h o r a  e s  e l  d e  m o d i f i c a r  e s t e  p r o c e d i m i e n t o  p a r a  a d e c u a r l o  
a  u n a  c a d e n a  r e a l  e n  l a  q u e  n o  s e  c u m p l a  l a  e s t a d l s t i ç a  g a u s  
s i a n a .  El c a m b i o  m â s  i n m e d i a t o  s e r â  e l  d e  i n t r o d u c i r  e n  H  
p r o m e d i o s  r e c l p r o c o s  r e a l e s  d e  l a  c a d e n a ,  e n  v e z  d e  p r o m e -  
d i o s  e s t a d l s t i c o s .  N a t u r a l m e n t e ,  l a  d i a g o n a l i z a c i ô n  d e  H Â ,  
d a r â  l u g a r  a  u n o s  n u e v o s  v a l o r e s  p r o p i o s  d i s t i n t e s  d e  l o s  
q u e  s e  o b t e n l a n  e n  la e c u a c i ô n  ( 1 . 4 0 ) .  E s t e  c a m b i o  a l t e r a  
e l  t e n s o r  d e  d i f u s i ô n ,  p e r o  n o  e l  p o t e n c i a l  e n t r e  e s l a b o n e s  
c o n  l e  q u e  e l  e l  e s q u e m a  r é s u l t a n t e ,  s e g û n  P t i t s y n - E i a n s r  
(37) y  T s c h o e g l  (38), e s  i n c o n s i s t e n t e .
E n t o n c e s  p u e d e  p r o p o n e r s e ,  c o m o  u n  p e r f e c c i o n a -  
m i e n t o  s e n c i l l o ,  el c o n s i d é r e r  q u e  l a s  d i m e n s i o n e s  r e a l e s  
d e l  o l i g ô m e r o  r e s p e c t e  d e  l a s  q u e  t e n d r l a  s i  f u e s e  u n a  c a ­
d e n a  e s t a d l s t i ç a  s o  e n g l o b a n  d e n t r o  d e  u n  c o e f i c i e n t e  d e  
e x p a n s i ô n  s i m i l a r  a l  u s a d o  e n  l a  t e o r l a  d e l  v o l u m e n  e x c l u l  
do .  C o n s i d é r â m e s  u n a  c a d e n a  c u y o  p r o m e d i o  d e  l a  d i s t a n c i a  
e x t r e m o - e x t r e m o  c u a d r â t i c a  m e d i a  s e a  < r ^ . S i  e s t a  c a d e n a  
s i g u i e s e  u n a  e s t a d l s t i ç a  g a u s s i a n a  ( c a d e n a  a l  a z a r ) , d i c h o  
p r o m e d i o  s é r i a
(2.2)
d o n d e  1 e s  l a  d i s t a n c i a  e n t r e  d o s  u n i d a d e s  r é p é t i t i v e s  v e c i  
n a s ,  q u e  s e g û n  l e  v i s t o  e n  e l  a p a r t a d o  a n t e r i o r ,  s e r â  i d e n -  
t i f i c a d a  d e  a h o r a  e n  a d e l a n t e  c o n  b  ( d i s t a n c i a  e n t r e  e s l a b o  
n é s  c o n s é c u t i v e s  e n  l a  t e o r l a  d e  R o u s e - Z i m m ) .  P u e s  b i e n ,  s i
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se define un coeficiente de expansiôn de la cadena (a) que 
tiene en cuenta las dimensiones reales, ^ travês de
,2.fr2>/Nl2, (2.3)
este a puede introducirse en el potencial intramolecular y 
en el tensor de difusiôn de la misma manera que lo han hecho 
Pyun-Fixman (24), es decir afectando tanto a Â como a H.
Pyun-Fixman incluyeron a en la teorla de una ma­
nera muy simple a través de la definiciôn de nuevas magnitu 
des b* y h^ en sustituciôn de b y h del esquema clâsico. b* 
y h^ pueden expresarse a través de las ecuaciones (1.97) y
(1.100), atribuyendo ahora a a el significado que tiene en 
(2.3).
Por tanto, es sencillo, a partir de la ecuaciôn 
(1.51), obtener valores de (n) en funciôn de los nuevos va­
lores propios, de acuerdo con lo dicho anteriormente.
En efecto, (1.46) se puede modificar en este con 
texto, resultando,para flujo estacionario (w-o)
N
(n)- (N^ b*^£/6Mnj,) I %(h',N)) , (2.4)
k-1 r
en donde, para calculer los nuevos valores p r o p i o s ( h *  ,N) 
se usan promedios de distancias rmciprocas reales de la cade 
na y no los de estadlstiça gaussiana. Introduciendo h* a tra 
vés de las ecuaciones (1.67), (1.100) y (1.109), se llega a




In) - (2^)^/^ N blh*o%"l %|jk(h*a,N)) . (2.6)
k-1 r
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Los p a s o s  que deben segulrse para calculer (n) 
desde la ecuaciôn (2.6) son, por tanto
1®) Obtenciôn de <r^> y de todos los para la cade­
na real que se estâ considerando.
2®) Determinaciôn de los elementos de H. De acuerdo con la 
ecuaciôn (1.35) y teniendo en cuenta la ecuaciôn (1.12) 
résulta que
jk " 1 ; j-k
^jk “ (f/6*no)<Rj%> ; j?^ k , (2.7)
que,haciendo intervenir la ecuaciôn (2.5), se puede poner 
como
4 :: : j=k.y - 1/^. bh*a<R"J> ; jfk , f?.8)
con lo que H queda completamente definido.
3®) Câlculo y diagonalizaciôn de ÎÎÂ. Con ello se obtienen 
los valores propios (^k(h*a,N))^ y se puede procéder 
ya al câlculo de (n)
Aslmismo es posible conseguir expresiones para - 
cualquier otra propiedad que pueda obtenerse de la teoria 
de Rouse-Zimm, utilizando siempre los valores propios (X^)^ 
y sustituyendo en todos los casos b por b' y h por
Este metodo debe conslderarse como una primera - 
aproximaciôn solamente, ya que en el contexte del modelo - 
realista propuesto résulta évidente que es imposible mante 
ner la definiciôn de Â dada por la ecuaciôn (1.34). En es­
ta definiciôn de Â sôlo se incluyen interaciones entre es­
labones que estân contiguos en la cadena. La descripciôn -
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geometrica de dlcha cadena es mucho mâs detallada pues tie 
ne en cuenta los parâmetros estructurales reales para calcu 
lar las distancias cuadrâticas y reclprocas entre eslabones. 
Para hacer que la descripciôn geométrica, o de fuerzas intra 
moleculares, representada por Â, se acerque a este realismo 
de la descripciôn geométrica, es preciso définir un nuevo - 
potencial intramolecular que se ajuste de manera mâs realis 
ta a la cadena flsica que représenta.
2.3.- Modificaciones del potencial intramolecular
a) D e s c r i p c i ô n  d e  i n t e r a c c i o n e s .
Las ecuaciones (1.27) y (1.28) definen las fuerzas 
que ejercen entre si los eslabones contiguos en un modelo - 
del tipo de Rouse-Zimm.
Es évidente que en este modelo no existe correla- 
ciôn entre enlaces. En el caso de cadenas reales, sin embar­
go, existen interacciones entre eslabones no consécutives.
En efecto, considérâmes la molécula de polimetileno y supon 
gamos que los enlaces que unen a los grupos -CHg estân re- 
presentados por osciladores. En la molécula real existen - 
los siguientes tipos de interacciones entre estes grupos 
(Figura 2.1)1
1®) Considérense très unidades repetitivas -CHg consecuti- 
vas en la cadena, unidas por enlaces de longitud 1=1,53% 
El ângulo que forman los enlaces del grupo central con 
los dos latérales se llama ângulo de enlace (8). Si se 
aplicase rigurosamente el modelo de Rouse-Zimm este ân 
gulo séria variable, oscilando mn torno a un valor me­
dio de 90®. Sin embargo, en la cadena real de polimeti 
leno 8 adopta el valor de 112®(29). Esto représenta una 
correlaciôn entre cada dos enlaces consécutives, que no 
se toma en cuenta si se supone cadena estadlstiça.
FIGURA 2.1
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2®) S I  s e  c o n s i d e r e n  c u a t r o  g r u p o s  - C H g  e c n s e e u t l v o s , s e  p u e  
d e  v e r  q u e ,  f i j a d e  e l  â n g u l o  d e  e n l a c e  • y  l o s  d o s  p r l -  
m e r o s  e n l a c e s , e l  t e r c e r o  d e  e l l e s  p u e d e  g i r a r  e n  t o m o  
a l  a n t e r i o r ,  y a  q u e  e l  l u g a r  g e o m é t r i c o  d e  l o s  p u n t o s  d e l  
e s p a c i o  a  l o s  q u e  p u e d e  a c c é d e r  e l  c u a r t o  e s l a b d n  n a n t e n l e n  
d o  e l  â n g u l o  d e  e n l a c e  6 f i j o ,  e s  u n a  c l r c u n f e r e n c i a .
S i  e s t e  t e r c e r  e n l a c e  n o  e s t u v i e s e  c o r r e l a c i o n a -  
d o  c o n  e l  p r i m e r o ,  e l  g i r o  s é r i a  l i b r e  y  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  
a c c e s o  d e l  e s l a b ô n  s é r i a  l a  m i s m a  p a r a  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  
l a  c i r c u n f e r e n c i a .  S i n  e m b a r g o ,  e n  l a  r e a l i d a d  p u e d e  o b s e r  
v a r s e  u n a  p r e f e r e n c i a  p o r  t r è s  p o s i c i o n e s  d e  m â x i m a  p r o b a ­
b i l i d a d ,  q u e  c o r r e s p o n d e n  a  t r è s  i s & n e r o s  r o t a c i o n a l e s  c u -  
y a  d e f i n i c i ô n  f i g u r a  e n  e l  a p e n d i c e  A l .
E s t a s  t r è s  p o s i c i o n e s  n o  s o n  e q u i p r o b a b l e s  s i n o  - 
q u e  l a  " t r a n s "  e s  m â s  p r o b a b l e  q u e  l a s  o t r a s  d o s  ( " g a u c h e "  
y  " g a u c h e  p r i m a " )  q u e ,  e n  e l  c a s o  d e l  p o l i m e t i l e n o , p r e s e n t a n  
i g u a l  p r o b a b i l i d a d .  S e g û n  F l o r y  (29) l a  e n e r g l a  n e c e s a r i a  p a  
r a  e l  p a s o  d e  l a  p o s i c i ô n  " t r a n s "  a  u n a  c u a l q u i e r a  d e  l a s  - 
o t r a s  d o s  e s ,  p a r a  d i e h a  m a c r o m o l ô c u l a ,  d e l  o r d e n  d e  0 , 5  
K c a l . / m o l .
E s t a  r o t a c i ô n  i m p e d i d a  i n d i c a ,  p o r  t a n t o ,  q u e  - 
t a m b i é n  e x i s t e  u n a  i n t e r a c c i ô n  e n t r e  e s l a b o n e s  s e p a r a d o s  
p o r  d o s  i n t e r m e d i o s  a  l o  l a r g o  d e  l a  c a d e n a .  E l  m o d e l o  d e  
R o u s e - Z i m m  n o  i n c l u y e  e s t a  i n t e r a c c i ô n  d e n t r o  d e  l a  c a d e n a  
r e a l  y  s ô l o  p u e d e  d e s c r i b i r  s i t u a c i o n e s  d e  r o t a c i ô n  l i b r e .
3®) C o n  r e s p e c t o  a  l a s  i n t e r a c c i o n e s  e n t r e  e s l a b o n e s  q u e  - 
e s t a n  s e p a r a d o s  p o r  t r è s  i n t e r m e d i o s  a  l o  l a r g o  d e  l a  
c a d e n a ,  p u e d e  d e c i r s e  q u e  s o l a m e n t e  s o n  i m p o r t a n t e s  p a  
r a  c o n f i g u r a c i o n e s  p e r f e c t a m e n t e  d e t e r m i n a d a s  e n  l a s  - 
q u e  l o s  â t o m o s  o  g r u p o s  a t ô m i c o s  q u e  f o r m a n  e s t o s  e s l a  
b o n e s  i n t e r a c c i o n a n  f u e r t e m e n t e .  E s t a s  c o n f i g u r a c i o n e s  
s o n  l a s  s i g u i e n t e s :
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Toroando en cuenta sôlo el trozo de cadena forma- 
do por dos eslabones dados y los tres intermedios que los 
separan, y numerândolos comenzando por cualquiera de los - 
dos extremes,existirâ interacciôn entre los dos eslabones 
terminales 1^ y si el 4 se encuentra con respecto al ^ - 
en posiciôn "gauche" y el 2 respecte al 2 en posiciôn "gau 
che prima” o viceversa. Estas configuraciones con interac­
ciôn se denominarân en lo sucesivo g g' y g*g.Flory (29) e£ 
tima que presentan una energla que supera ep unas 3 Kcal./ 
/mol a la energla de la configuraciôn mâs probable. Emplean 
do la misma nomenclatura que hasta ahora, la configura­
ciôn mâs probable para los eslabones del polimetileno que 
estamos considerando es la tt. Esta diferencia de 3KcaVmol 
es tan alta que es posible prescindir de las configuracio­
nes gg* y g'g para el câlculo de promedios moleculares, sin 
que el error quo por ello se cometa sea apreciable, segûn - 
Se demostrarâ en el capltulo siguiente. El modelo molecular 
de Rouse-Zimm no puede, naturalmente, dar cuenta de dichas 
interacciones.
4®) Cuando los eslabones que se consideran estân separados 
por mâs de tres intermedios a lo largo de la cadena, - 
se produce interacciôn solamente cuando espacialmente 
estos eslabones se encuentran muy prôximos. A partir - 
de aqul comienzan a actuar las interacciones de largo 
alcance, que como ya se ha dicho, definen el volümen - 
excluldo y que se anulan cuando la disoluciôn se encuen 
tra en condiciones 6. La frontera entre interacciones 
de corto y largo alcance no estâ muy clara, sin embar­
go todas las interacciones descritas en los apartados - 
anteriores pueden, sin lugar a dudas, conslderarse de 
corto alcance.
b) Modificaciôn de la matriz de coordenadas (Â).
Résulta imposible tratar de forma rigurosa en la 
teoria hidrodinâmica las fuerzas que son responsables de
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las Interacciones entre los eslabones de la cadena que aca 
bamos de ver. Estas interacciones son muy importantes en - 
el caso de oligômero* y no puede prescindirse totalmente de 
ellas, como se hace en la teorla de Rouse-Zimm. Como alter­
native optamos por incorporerlas de forma aproximada, repre 
sentândolas idealizadamente por medio de osciladores armônj^ 
COS adicionales que restrinjan el libre movimiento de los - 
eslabones interaccionantes.
El modelo résultante estâ inspirado en otro emplea 
do con anterioridad para describir el comportamiento de ca­
denas parcialmente flexibles (39). En él, las constantes de 
fuerza de los nuevos osciladores se expresan en funciôn de - 
parâmetros ajustables que son una medida del grado de rigi­
des de la cadena.
Sin embargo, en el modelo que proponemos aqul, - 
las constantes de fuerza vienen determinadas por las inte­
racciones entre eslabones a través de los promedios cuadrâ 
ticos de las distancias entre elles.
A continuaciôn se va a procéder a la introducciôn 
de los osciladores adicionales correspondientes a las dis­
tintas interacciones de la cadena.
1®) En primer lugar se pueden considerar osciladores unien 
do eslabones segundos vmcinos, es decir separados unicamen- 
te por uno dentro de la cadena. Como ya se ha senalado, en 
la cadena real estos eslabones forman con el que los sépa­
ra un ângulo fijo 6, nor tanto los osciladores deben dar - 
cuenta de este hecho. La fijaciôn de ângulo détermina que 
la distancia entre los dos eslabones interaccionantes debe 
sor constante. En la ecuaciôn (1.26). se obtuvo la constante 
de fuerza de un oscilador cuya distancia de equilibrio es - 
b. La suposiciôn que ahora se hace es que el nuevo oscilador 
he de determiner la distancia de equilibrio entre los esla-
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bones que une, hacléndola igual a la que corresponde el ân 
gulo de enlace 0. Es decir, que
ddndè q' ës là constante de fuerza del oscilador y j+2 
es la dfetahcià cüàdrâtiCa entre el eslabôn j y los e s l a ^  
nés j+2 y j-2 unidos a él a través de dos segmentos consecu 
tivos.
Ahç^a bien^ si no existiera correlaciôn entre en­
laces co^^^ntivos, se podria hablar, no obstante, de una - 
distancia de equilibrio entre las unidades que separan, des 
crita por el promedio cuadrético sobre todos los posibles - 
valores de 6 .
Cpmg la distancia entre los dos eslabones serâ - 
er todos los casos Una funciôn de 6 de la forma






sen0de , (2 .11)
0
cuyo valor final es
^ 2 >=2b^ . (2 .12)
Por tanto en el verdadero valor de la constante de 
fuerza habrà que restar a la expresiôn (2.9) la contribuciôn 
de la cadena estadlstiça, es decir
q"=3KTfl/R2j j+2-l/2b2| . (2.13)
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Aqul q" es ya la constante de fuerza definitive 
para el oscilador adicional. Es preciso hallar la diferea- 
cia definida en la ecuaciôn (2.13) puesto que la nueva - 
fuerza elAstica entre el eslabôn j y los j+2 y j-2 ha de re 
presenter sôlo la correlaciôn adicional que no estâ presen­
te en la cadena estadlstiça. La separaciôn cuadrâtica media 
entre dichos eslabones Inherente a la cadena estadlstiça 
ya estâ incorporada en los osciladores entre eslabones con­
tiguos, y ha de excluirse ahora para no tenerla en cuenta - 
dos veces.
Empleando nuevamente la ecuaciôn (2.10), ahora - 
para hallar la distancia cuadrâtica con 6 fijo, puede poner 
se la ecuaciôn (2.13) en la forma siguiente
q"-(3KT/b^)(1/2(1-0086)-1/2) , (2.14)
por tanto la componente x de la fuerza modificada ejercida 
sobre un eslabôn no extremo de la cadena serâ, a semejanza 




Bj^-(l/2 (l-cos8)-l/2} . (2.16)
Sigulendo el formalismo de Rouse-Zimm, se llega a 
inmediatamente a la conclusiôn de que la modificaciôn per­












2) La conslderaciôn de fuerzas elâstlcas adicionales entre 
eslabones mâs alejados se harâ de manera semejam te. Por ejem 
plo, para introducir el efecto de rotaciôn impedida anadire 
mos en Â una nueva modificaciôn que représente un nuevo osci 
lador, de constante de fuerza
q " ^ 3 K T ( l / < R 2 j , ,j+3»o) (2.18)
donde <Bj,j+3>rot imp promedio de las distancias cua­
drâticas entre los eslabones separados por otros dos interme 
dios en la cadena, cuando se considéra rotaciôn impedida, y
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3) De Igual manera, en general, si se quiere dar cuenta de 
interacciôn entre eslabones separados por otros n interme­
dios a lo largo de la cadena habrâ q u e  modificar X ,  por me­
dio de la constante
' ‘2 .21)
2
en dônde <R  ^ j+n^int ^erâ el promedio de las distancias
cuadrâticas entre j y j+n con la interacciôn considerada y
2
<R  ^ j+n^o mismo promedio precindiendo de ella, pero te 
niendô"en cuenta todas las otras interacciônes întroducidas 
anteriormente•
En ( Â ) ^  se incorpora en forma semejante a 
como se ha hecho para y p^  en (2.17) y (2.20).
Anadiendo suficientm nûmero de osciladores al mo 
delo, pueden describirse, por tanto, todas las interaccio­
nes. Sin embargo, es necesario subrayar que las fuerzas de 
volumen excluido que representan a las interacciones de - 
largo alcance no provienen de un potencial cuadrâtico, por 
tanto su representaciôn en el sistema descrito no es la ade 
cuada.
En principio se puede suponer que el nûmero de os 
ciladores que se anaden debe coincidir con el nômero de li- 
bertades de vibraciôn de la molécula. Como éste es de 3N-3, 
se podrâ construir el modelo con
N osciladores uniendo pares de eslabones con 
tiguos.
N-1 osciladores uniendo pares de eslabones 
separados por uno intermedio. (Descripciôn 
de ângulo de enlace fijo)•
N-2 osciladores uniendo pares de eslabones 
separados por dos intermedios. (descrip­
ciôn de rotaciôn impedida).
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Sin embargo, en la practice las fuerzas de corto 
alcance entre pares de eslabones separados por otros tres 
intermedios son muy importantes (Eliminan, como ya se ha vis 
to, todas las configuraciones de los tipos gg* o g*g). Por 
tanto se considérera también un modelo con N-3 osciladores, 
que unan a estos eslabones. Con ello se representaran unas 
interacciones que ya no pueda asimilarse a los grados de li 
bertad vibracional del sistema.
c) Influencia de las modificaciones en la prediccion de pro- 
piedades.
Las propiedades hidrodinâmicas de la disoluciôn 
pueden ahora obtenerse de manera similar a la descrita en 
el apartado anterior, teniendo en cuenta que ahora se en­
globera en el coeficiente de expansiôn tan sôlo la desvia- 
ciôn de las dimensiones reales de la cadena con respecto a 
las que tendrîa teoricamente considerando todas las interac 
ciones entre eslabones que hemos incluido en Â. Es decir
(o')2 Z <r2>/<r2>j , (2.22)
n
siendo <r >- el promedio de la distancia cuadrâtica extre­
mo-extremo que résulta del câlculo teôrico en el que se in 
troducen todas las interacciones de corto alcance descri­
tas .
Ahora bien, el tensor de difusiôn no ha sido afec 
tado al modificar A, por tanto no se podrâ sustituir a *3 por
q
a directamente en (2.6), sino que sôlo se sustituirâ la con 
. 3tribuciôn a a que provenga del potencial intramolecular.
En la teoria de Pyun-Fixman (24), A queda modi 
ficado por el volumen excluido segun
= o" ^A  , ( 2 . 2 3 )
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por tanto al diagonalizar HA los valores propios quedan al_ 
terados a su vez, de acuerdo con
y esto justifica la aparicion del termino b * ^  en la expre­
siôn (2.4). A partir de ella se llega a (2.6) mèdiante la - 
introducciôn de , que a su vez depende de a. Sin embargo, 
la modificaciôn de A que se ha propuesto no debe afectar a 
este ultimo paso. Por tanto la expresiôn (2.5) continuara 
siendo valida y la (2.6) se transformarâ en
^ 3^1/2 Q H
(4 = 4  V  U d .  * ‘2-2S) ^ k = l
donde (^k^^od los valores propios obtenidos con la ma
triz A modificada y con H definida segun la ecuaciôn (2.8). 
Como ya se ha visto, A depende de los promedios moleculares 
cuadrâticos entre eslabones sometidos a interacciones y a* 
incluye todas las interacciones no descritas en A, mientras 
que a sigue estando definida desde (2.3).
2.4.- Resumen del modelo propuesto.
Por todo lo dicho, puede resumirse el nuevo esque 
ma teôrico que se propone para oligômeros en los siguientes 
puntos:
a) Asimilaciôn de un modelo de osciladores a la representa- 
ciôn real de la molécula, coincidiendo cada enlace de la 
cadena con un oscilador y cada unidad repetitiva con un - 
eslabôn, es decir, identificando b con 1.
b) Consideraciôn de promedios recîprocos reales del polîmero 
para définir el tensor de difusiôn.
c) Introducciôn de las interacciones entre eslabones no con- 
secutivos a través de osciladores adicionales, descritos 
en funciôn de promedios cuadrâticos reales.
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Con respecto al ultimo punto, debe destacarse que 
con el se ha supuesto un modelo de cadena en el que los os­
ciladores adicionales actuan de manera que los eslabones os^  
cilen en torno a una posiciôn de equilibrio. Esta posiciôn 
de equilibrio se hace coincidir con la configuraciôn prome­
dio obtenida de tener en cuenta las correlaciones que corres^ 
ponden a interacciones de corto alcance. Al hacerlo asi tra 
bajamos solamente con dicha configuraciôn promedio prescin- 
diendo, por tanto, de las aportaciones individuales de otros 
estados conformacionales de la cadena al resultado final. 
Esto constituye una aproximaciôn que, en principio, parece 
de naturaleza similar a la del promedio previo del tensor 
de difusiôn, que a su vez, serâ objeto de especial atenciôn 
en el capitule VI.
CAPITULO III 
DISTANCIAS INTRAMOLECULARES
Como se vi6 en el capltulo anterior, el modelo hi 
drodinâmico que proponemos para oligômeros incluye una des­
cripciôn realista de las distancias intramoleculares de la 
cadena, que tiene en cuenta los parâmetros de su estructura 
molecular. Dichas distancias intervienen en varies puntos del 
câlculo que se debe seguir para obtener valores teôricos de 
las propiedades del oligômero en disoluciôn.
Asl, es necesario conocer los promedios reclprocos 
de las distancias entre eslabones <R^j~^>, para introducirlos 
en la matriz de difusiôn, de acuerdo con la ecuaciôn (2 .8 ). 
Ademâs, es preciso conocer el promedio de la distancia extre 
mo-extremo cuadrâtica de la cadena, <r^>, considerando dis- 
tintos tipos de interacciones entre los eslabones. Aslmismo, 
el método descrito para la modificaciôn del potencial intra­
molecular a través de la matriz , requiere el câlculo
de los promedios cuadrâticos de las distancias entre dos es­
labones i y j cualesquiera, <R^j>.
2 2
Los promedios cuadrâticos, tanto <Rij> como <r >,
pueden evaluarse mediante procedimientos anallticos que sumi 
nistran resultados exactos y que son aplicables para cadenas 
que incluyen sôlo interacciones de corto alcance (29, 40, 41). 
Sin embargo, dichos procedimientos no pueden dar cuenta de - 
todas las interacciones reales de la cadena, especialmente - 
de las que representan al volumen excluido, ni pueden aplicar 
se para la obtenciôn de promedios reclprocos de distancias - 
entre eslabones.
En el presente capltulo se expone el esquema de - 
câlculo que hemos seguido para obtener todos los promedios 
de distancias necesarios, incluyendo tanto interacciones de 
corto alcance como de largo alcance (volumen excluido). Estâ
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basado en el método de Monte-Carlo de simulaciôn de cadenas, 
y es/ por tanto/un método numérico. Lo aplicaremos al caso 
del polimetileno de peso molecular bajo. Igualmente se ca^ 
culan en este capltulo los promedios mediante métodos ana­
llticos en los casos en los que ésto es posible. Los resul­
tados de este capltulo, tanto anallticos como numéricos, se 
utilizarén posteriormente para la predicciôn de propiedades 
relacionadas con la dinâmica de la cadena polimérica en di­
soluciôn, de acuerdo con lo expuesto previamente.
3.1.- Método de Monte-Carlo de simulaciôn de cadenas.
En el capltulo I se describiô un modelo de cadena 
estadlstiça en el que cada eslabôn interacciona solamente - 
con los eslabones contiguos. En el capltulo II se introdu- 
jeron ademés interacciones entre eslabones algo mâs aleja- 
dos entre si. En ambos casos, cuando el nômero de eslabones 
que hay intermedios entre dos eslabones dados es suficiente 
mente alto, la distribuciôn de la distancia que media entre 
estos dos es gaussiana y, por tanto, pueden aplicarse las - 
expresiones (1.17), (1.18), y (1.19) (aunque b sôlo coinci­
de con la distancia entre dos unidades repetitivas consécu­
tives, 1 , en el caso de cadena estadlstiça y en los demâs es 
necesario redéfinir un valor de b efectivo que depende de las 
interacciones de corto alcance que estén incluldas en la ca­
dena). Sin embargo, en una cadena real inmersa en un disol­
vente, cada enlace esté de hecho correlacionado con todos - 
los demâs y, para conocer los promedios de las distancias es 
necesario recurrir a métodos numéricos de câlculo.
Se han propuesto y désarroilado dos procedimientos 
distintos para efectuar estos câlculos. Uno de ellos, propues 
to por Domb (42) (43), se basa en la cuenta exacta de todas 
las configuraciones posibles para un determinado valor de 
N+1, excluyendo aquellas que presentan una fuerte interacciôn 
entre eslabones no vecinos. Naturalmente sôlo es posible
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efectuar este câlculo cuando N+1 es muy bajo, de forma que 
el comportamiento de cadenas con mayor nômero de eslabones 
es necesario detenerlo por extrapolaciôn.
El segundo método, propuesto por King (44) , se - 
basa también en la generaciôn de cadenas asociando a cada 
una de ellas una probabilidad de acuerdo con la mayor o me 
nor interacciôn que exista entre sus eslabones pero, a dife 
rencia del método de Domb, no se generan todas las cadenas 
posibles para un valor de N+1 dado, sino un nômero reducido 
de ellas. La elecciôn de cuales de todas las cadenas posi­
bles son las que se generan, se hace totalmente al azar con 
objeto de que constituyan una muestra representativa del - 
conjunto total. Se supone que los promedios de distancias 
entre eslabones calculados con esta muestra reducida repre 
sentan entonces a los valores reales. Con este método se - 
pueden estudiar cadenas largas y ya no es necesario realizar 
extrapolaciones, aunque la exactitud de los promedios que se 
calculan depende del nômero de configuraciones consideradas. 
Este es el llamado método de simulaciôn de Monte-Carlo pa­
ra la obtenciôn de promedios intramoleculares y es el que 
va a ser usado en este trabajo, debido a que ha sido apl^ 
cado anteriormente para modelos de cadena parecidos al que 
aqul se postula.
Los câlculos tradicionales que emplean el método 
de Monte-Carlo (44), (45) , sitôan a los eslabones de la ca­
dena en los vértices de redes côbicas o tetraédricas. Las 
interacciones entre eslabones no veninos se incluyen en - 
ellos eliminando aquellas configuraciones en los que dos 
eslabones coinciden en un mismo punto de la red, es decir 
cuando se produce una intersecciôn de la cadena consigo - 
misma. El objeto de dicha eliminaciôn es el de conseguir - 
una descripciôn aproximada del efecto de volumen excluido.
No se pretende en este método la simulaciôn de cadenas 
realistas.
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No obstante la simplicidad del procedimiento, pre 
senta el inconveniente de que cuando N es grande résulta dî 
ficil generar cadenas aceptables, ya que el nômero de cade­
nas que deben eliminarse aumenta exponencialmente con N 
(efecto de "attrition"). Para evltar este inconveniente se 
han propuesto varias soluciones. Una de ellas aportada por 
Wall y Erpenbeck (46) , consiste en que una vez generada una 
cadena de s eslabones sin haberse producido coincidencia es 
pacial entre dos de ellos, se toma dlcha cadena p veces co­
mo unidad repetitiva en otra, de nômero de eslabones s.p, 
realizândose la uniôn entre cada dos de estas unidades al 
azar. Esto disminuye de manera acusada el nômero de cadenas
que se interceptan a si mismas, ya que pasa ahora a ser sim
2
plemente proporcional a N . En una linea semejante, Alexan 
drowicz (47) y Grishman (48) han propuesto métodos de dime 
rizaciôn sucesivas, partiendo de una cadena corta en la que 
no se haya detectado ninguna autointersecciôn.
Mediante estos métodos se pudo establecer que, en 
una red tetraédrica, la distancia cuadrâtica extremo-extre­
mo para cadenas sin autointersecciones sigue la Ley
<r2>=KNl'20 , (3.1)
resultado que, ademâs de coincidir con el obtenido por el 
método de Domb, es coherente con los datos expérimentales 
de polimeros disueltos en buenos disolventes, es decir en 
disolventes en los que el efecto volumen excluido es impor 
tante.
Las interacciones de corto alcance fueron intro- 
ducidas por primera vez por Wall, Windwer y Gans (49), quie 
nés consideraron dentro de la red tetraédrica distintas pro 
babilidades en cada uno de sus nudos, tratando con ello de 
représentât la estabilidad relativa de los tres isômeros ro 
tacionales descritos en el apéndice Al. Si la probabilidad
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del nudo de la red que corresponde a la posiciôn "trans" es
p^, la del que corresponde a la "gauche" es p^ y la del que
corresponde a la "gauche prima" es p', la probabilidad to-
g
tal de una configuraciôn i, por ejemplo la gtg'..., serâ
P,=P. P*, P ^ f ---  . (3.2)1 g c g
Naturalmente, al no generarse el total de configuraciones 
posibles, habrâ que normalizar la probabilidad de cada ca­
dena respecto al total de las probabilidades de las cadenas 
generadas. Es decir, para la cadena i
Pi
Pî= ;-- —  , (3.3)i bçï Pi
i=l
siendo el numéro de cadenas generadas.
Por tanto, el promedio de una magnitud cualquiera 
M sobre todas las configuraciones, resultarâ ser
Le
< M> =  ^ p'.M^  , (3.4)
i=l ^
donde es el valor de M en la cadena i.
Para describir mâs realistamente el efecto de vo­
lumen excluido, Smith (50) eliminô aquellas configuraciones 
en las que aparecia una secuencia gg' ya que en este caso, 
como ya se expresô en el capitule anterior, dos eslabones 
separados dentro del esqueleto de la cadena por tres inter 
medios, se encuentran a una distancia muy prôxima e inte­
raccionan fuertemente. Ademâs élimina de modo general cua^ 
quier configuraciôn en la que dos eslabones separados por 
mâs de dos a lo largo de la cadena, estén a una distancia 
inferior a (8b//3 ), ya que en ese caso la interacciôn es
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ya muy fuerte . Con ello ya se han introducido todas las 
interacciones propias de una cadena polimérica real, ya que 
la fijaciôn del ângulo de enlace es équivalente a situar - 
los eslabones dentro de la red, la rotaciôn impedida se tie 
en en cuenta a través de las probabilidades p^, p^ y p^, y 
las interacciones entre eslabones mâs alejados se incorporan 
en esta ûltima mejora mediante la introducciôn de un poten­
cial de esteras rigidas.
Para simplificar la bûsqueda de interacciones en­
tre eslabones, Gans (51) ha propuesto una técnica basada en 
un método de archive. El archive se construye clasificando 
el valor de una de las coordenadas de cada eslabôn. Enton­
ces, al buscar las interacciones de uno de ellos con todos 
los demâs, sôlo es necesario hallar la distancia a la que • 
se encuentran con respecto al considerado, los eslabones - 
para los que dicha coordenada tiene un valor prôximo a aquél
Esta técnica serâ utilizada en el método que se
sigue en nuestro trabajo, y mâs adelante se insistirâ so­
bre ella, describiéndola con mâs detalle.
Hasta aqui, hemos hecho referenda a câlculos en - 
los que los eslabones se sitôan dentro de una red, lo que pa 
ra el caso del polimetileno parece bastante adecuado, ya -
que el valor de sus ângulos de enlace estâ prôximo al de
109°28' que adoptarian si se le considerase incluido en una 
red tetraédrica. Sin embargo. Loftus y Gans (52) han demos­
trado que pequenas distorsiones del ângulo de enlace provo- 
can cambios apreciables en los valores de los promedios de 
las distancias entre eslabones. Por tanto, es conveniente - 
emplear un método en el que los eslabones se sitûen en el 
espacio sin mâs limitaciones que las derivadas de las ver- 
daderas interacciones de la cadena. Stellman y Gans (53) - 
construyeron un esquema adecuado para ello que, con algunas 
modificaciones no fundamentales, va a ser el empleado por -
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nosotros, segûn descrlblmos a continuaciôn, ya que, on el 
polimetileno, como se vlô en el capltulo anterior, el ângu 
lo de enlace real es de 1 1 2*.
3.2.- Procedimientos de câlculo.
Para obtener promedios Intramoleculares realis­
tas de una cadena, mediante un método de simulaciôn, es ne­
cesario generar cadenas de tal manera que se tengan en cuen 
ta todas las Interacciones del pollmero considerado. Para - 
polimetileno, s«gûn lo anteriormente dicho, es precise Intro 
duclr.
a) Longitud de enlace y ângulo de enlace fljos.
b) Rotaciôn Impedida entre enlaces consécutives.
c) Interacciones entre eslabones separados por tres o mâs - 
Intermedios a lo largo de la cadena. Todas ellas van a 
ser tratadas mediante un potencial de esteras rigidas, 
de tal manera que si dos eslabones se encuentran a una 
distancia mener que una dada (d), que va a ser en este 
caso de 2,70 %, la energla de interacciôn se supondrâ 
infinite y la cadena tendrâ, por tanto, una probabili­
dad nula de exlstencla, por lo que serâ desechada. Sin 
embargo, en el caso de que la separaciôn corresponds a 
tres eslabones Intermedios, ya se ha visto en el apar­
tado (2.3) del capltulo anterior, que sôlo se produce 
fuerte interacciôn si existe una secuencia gg', y que 
Flory (29) atrlbuye para ella una energla de 3 Kcal./
/mol superior a la de la forma mâs astable tt. En el 
apartado (3.6) de este capltulo se llegarâ a la con- 
cluslôn de que el potencial de esteras rigidas repre­
sents una buena aproximaciôn, ya que los resultados ob­
tenidos con él son coherentes con los que resultan del 
câlculo exacto mediante el método propuesto por Flory 
(29).
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El método de simulaciôn que se sigue aqul, con­
siste en generar cadenas con los valores fljos de longitud 
de enlace 1 y de ângulo de enlace 6 adjudicados por Flory 
(29) (1,53 8 y 112®, respectivamente), y con ângulos de ro 
taclôn entre enlaces consécutives, * , correspondientes a 
los tres isômeros rotacionales descritos en el apéndice Al. 
La secuencia en la que los ângulos se encuentran en cada 
cadena,dependerâ de las probabilidades de existencia rela­
tives entre ellos, como se verâ mâs adelante. Como se dijo 
mâs arriba, se r^chazarâ toda cadena en la que dos eslabo­
nes, separados por tres o mâs intermedios, se encuentren a 
una distancia mener que 2,70 8 .
Debido a que no vamos a disponer los eslabones de 
la cadena sobre los nudos de una red, sn hace necesario ca^ 
cular la posiciôn que cada uno de los eslabones ocupa en el 
espacio. Para ello se emplea un programa standard de câlcu­
lo numérico, con el que se obtienen las tres coordenadas 
(x^, y^, z^) del eslabôn i. Este programa, que se describe
en el apéndice A2, necesita como datos de entrada los si­
guientes : (
a) longitud de enlace (1) y ângulo de enlace (6)
b) coordenadas de los tres eslabones anteriores, i-l,i-2 e 
i-3.
c) angulo de rotaciôn (*1-3 ) del enlace entre i e i-1 con
respecto al piano formado por i-1, i-2 e i-3.
El procedimiento de simulaciôn incluye la genera­
ciôn de una cadena Inicial y, a partir de ella, la introduc 
ciôn de cambios al azar en la secuencia de los ângulos *, 
recalculando las coordenadas cada vez que se efectûa uno - 
de dichos cambios.
La cadena Inicial se genera asociando al primer 
eslabôn las coordenadas (0,0,0). El segundo deberâ encon- 
trarse a la distancia 1 del primero y se fija en el eje x.
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por lo que las coordenadas que se le asoclan son (1,0,0). El 
tercero se calcula en funciôn del ângulo de enlace e y se 
le supone en el primer cuadrante del piano formado por los 




La posiciôn del reste de los eslabones, en fun­
ciôn de 4, se cb tiene por medio del programa de câlculo cui­
tes mencionado, haciendo corresponder un ângulo de rotaciôn 
a cada eslabôn y manteniendo constantes 1 y 6 . Asi, para el 
câlculo del cuarto eslabôn es preciso suponer un valor 
que puede ser cualquiera de los tres que determinan los isô 
meros rotacionales g,g* y t. De manera similar, se calcula 
el eslabôn i+3, mediante un ângulo de rotaciôn i.
gl problema estriba ahora en determiner cuâl de 
los très valores posibles es el que se adopta para cada - 
ângulo de rotaciôn. Al generar cada eslabôn i+3, se efec- 
tûa un sorteo, de tal manera que la probabilidad de que - 
cada uno de los tres valores posibles para * resuite de-
signado para el câlculo del eslabôn 1+3, sea precisamente
la que corresponde al estado energético del isômero que - 
représenta, para la temperature a la que se encuentra el 
sistema. Como las energies que corresponden a los tres isô 
meros, para el polimetileno, son (29).
E =E ,=E =0,5 Kcal./mol , (3.6)
y puesto que sus estabilidades relatives pueden igualarse 
a una exponencial de Boltzmann, résulta que
Pg-Pg,-P^exp(-(E^.-Eg)/RT) , (3.7)
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y, normalizando, se obtlene a 25*C
Pg"Pg,"0,2311 ; p^-0,5378 . (3.8)
El sorteo se realize mediante une rubrutina de 
câlculo nnmérlco que proporciona une serie de ntimeros rea 
les pseudcaleatorios entre los limites o y l,a partir de 
un entero que se suministra como date. Hemos comprobado 
que puede considerarse la distribuciôn de estes ndmeros - 
en dicho intervalo como practicamente al azar. Entonces, 
si nOmero que résulta asignado como primero en la serie 
es m^, el ângulo de rotaciôn résultante se hace
+ l* + g s i «liPg
*l=+t si Pg<mi<(pg+pt)
si (Pg+Pt> <m^ , (3.9)
y de igual manera se hace para el reste de los Ângulos 
sustituyendo en (3.9) el Indice 1 por i.
Una vez generado cada eslabôn i es précise com- 
probar que su distancia respecte de los anteriores es su­
perior a d, ya que en case contrario la cadena debe recha 
zarse.
Para elle, en principle, hay que hallar a qué 
distancia se encuentra i de todos los dem&s eslabones. 
Esta se calcula segûn la expresiôn
( X i - X j ) 2 + ( y ^ - y j ) 2 + ( z ^ _ Z j ) 2 , (3.10)
dônde j es todo eslabôn de la cadena, tal que j<i.
Para evitar este proceso, que tiene un peso deci 
sivo en el tiempo total de câlculo, se precede a organizar
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un archive, clasificando los eslabones segün el valor de 
la coordenada x de cada une. Si el range total de variaciôn 
de X en una cadena se divide en zonas de amplitud d, nume- 
rândolas desde la que contiene los valores mâs negatives - 
hasta la que incluye los valores mâs altos, se puede ver 
que, si el eslabôn i pertenece a la zona L, sôlo puede inte 
raccionar, de acuerdo con el potencial de esteras rlgidas 
propuesto, con los eslabones clasificados en las zonas L-1 , 
L y L+1. Por tante, sôlo serâ necesario aplicar la fôrmula
(3.10) a los eslabones j clasificados en dichas zonas. Es­
te procedimiento, en el case de cadenas con un nûmero de e£ 
labones N+1 no muy pequeno, représenta un ahorro de tiempo 
de câlculo considerable.
Se puede resumir la generaciôn de la cadena ini- 
cial de la manera que se expresa en el organigrama (3.1).
A partir de esta cadena van a simularse las de- 
mâs cambiando ângulos de rotaciôn de los que comparten la 
secuencia que détermina la cadena. Asl, empleando de nuevo 
la serie de nûmeros pseudcaleatorios, y tomando ml primero
de los aôn no utilizados m^, es posible obtener un entero
comprendido entre 1 y N-2, redondeando por exceso el nûme 
ro real Rj^ , definido por la relaciôn
R%-mj(N-2) . (3.11)
Sea k dicho entero. Entonces se procédé-a cam- 
biar el ângulo de rotaciôn mediante el mismo procedi­
miento que se emplea para la elecciôn primitiva de todos 
los ângulos,de rotaciôn en la cadena inicial. Si el nue­
vo valor de coincide con el anterior, la cadena perma 
nece inalterada, pero se contabiliza como una nueva confjL 
guraciôn, lo que tambien se hace si se transforma en - 
uno de los otros dos valores posibles, de acuerdo con el 
modèle de très isôroeros rotacionales, en cuyo caso las - 
coordenadas de una parte de los eslabones de la cadena -
o
Principk)
Entrada de datos 
,^Pg,Pg,Pt
Elegir 






el archive de Xj. 
Se le asigna la 
zona L
p — _____
Hallar Rjj para to­
dos los j pertene- 
cientes a las zonas
i= i + l
No
L-1; L oL + 1
ORGANIGRAMA 3.1
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habrân variado, y deberân ser recalculadas.
Para esta illtima posibilidad es conveniente, en 
orden al ahorro de tiempo de câlculo, hacer variar de posi. 
ci6n el menor ndmero de eslabones posibles. Si se analiza 
lo que ocurre al cambiar un ângulo de rotaciâ#, se f>uede 
ver que dicho ângulo divide a la cadena en dos partes y to 
dos los eslabones pertenecientes a una de ellas cambian - 
de posiciôn, mientras que los que pertenecen a la otra - 
permanecen inmâviles, siendo igualmente vâlido elegir como 
parte inmâvil una u otra. Por tanto, se elige siempre como 
fija la parte que incluye mayor nâmero de eslabones.
Asl, cuando k es mayor o igual que (N-2)/2 se - 
mantienen fijos los primeros eslabones, o parte anterior 
de la cadena, y se varlan los de Indice superior a k+2. 
Cuando k es menor que (N-2)/2 se mantienen fijos los âlti 
mos eslabones, o parte posterior de la cadena, y se varlan 
k y los de Indice inferior a k.
Cuando es necesario modificar la parte posterior 
de la cadena, es decir cuando es necesario recalculer las 
coordenadas de los eslabones cuyos Indices estân compren- 
didos entre k+3 y N+1, estas nuevas coordenadas se evalâan 
de manera idéntica a como se evaluaron las primitives. Ya 
se ha visto c6mo es posible obtener las coordenadas del e_s 
labân k+3, en funciân de 1,8,*^^ y de las coordenadas de - 
los eslabones k, k+1 y k+2. De igual manera se construyen 
sucesivamente las de los eslabones con Indices superiores 
a k+3, hasta llegar al N+1,
La modificaciân de la parte superior, en los - 
casos en los que âsta sea mâs âtil, se lleva a cabo de una 
manera semejante, considerando que el extremo inicial de la 
cadena es el eslabân N+1. Por tanto, las nuevas coordena­
das de k se obtienen también conociendo 1,8,*^ y las coor­
denadas de los eslabones k+1, k+2 y k+3, que se toman como 
inmediatamente anteriores a él, ya que, como se puede obser
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var, la rotaciôn del enlace entre los eslabones k y k+1 con 
respecto al piano formado por los k+1, k+2 y k+3 se define 
a través del mismo ângulo 4^ que define la rotaciôn del en­
lace entre los eslabones k+3 y k+2 con respecto al piano - 
formado por los k+2, k+1 y k. De la misma forma se recalcu 
lan las coordenadas de los eslabones de Indice inferior a 
k, hasta llegar a las del eslabôh 1 , siempre en funciôn de 
los très de indices inmediatamente superiores al considera- 
do.
Naturalmente, es necesario detectar las posibles 
interacciones prohibidas en las nuevas configuraciones. Al 
variar para cada configuraciôn un ûnico ângulo de rotaciôn, 
estas interacciones âôlo se pueden producir entre cada nue 
vo eslabôn y los pertenecientes a la parte de la cadena - 
que permanece inmôvil. Asi,al redéfinir las coordenadas de 
un eslabôn cualquiera, es nncpsario reclasificar a i en el 
archivo, de acuerdo con el nuevo valor de la coordenada 
y hallar la distancia a la que se encuentra con respecto a 
los nslabones j que pertenezcan a su misma zona de archivo, 
o a las dos colindantes con ella, y que estân situados en 
la parte de la cadena que permanece inalterada. Si esta - 
distancia , R^j, es menor que d, para algdn j, la cadena 
debe ser rechazada y no se cuenta la configuraciôn corres- 
pondiente, eligiândose otro valor para k y a partir de 
la anterior configuraciôn. Por el contrario, si todas las 
nuevas posiciones de los «eslabones son aceptables, se con 
firma la configuraciôn hallada y, a partir de ella, se 
obtiene otra, eligiendo un nuevo k y siguiendo el mismo - 
proceso.
Cada vez que se acepta una configuraciôn, se cal^  
culan las magnitudes que se quieren promediar, acumulândo 
se sus valores en una suma, segün se van simulando cadenas. 
Aslmismo se lleva en cuenta el nümero de configuraciones 
aceptadas y, por tanto, siempre es posible obtener un va-
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lor provisional de los promedios de dichas magnitudes.
Considerese qua una de estas magnitudes se deno- 
mina M (por ejemplo 6 R^j para unos determinados i y j).
Cuando se han contabilizado N configuraciones, el promedio
sera
<M> = — ------  , (3.12)
Nc
donde es el valor de M con la configuraciôn n^.
Estos promedios se evaluan cada cierto nûmero da­
do de configuraciones, y cuando dicho nûmero es suficiente- 
mente alto, de manera que simular mâs cadenas no produzca 
ninguna variaciôn apreciable en cada <M> provisional, se - 
considéra que se ha llegado al resultado final.
El organigrama (3.2) resume todo'el proceso de - 
câlculo, mostrândose los distintos pasos seguidos para la 
simulaciôn de cadenas y obtenciôn de promedios.
Como ejemplo numérico real, se va a procéder a - 
continuaciôn a generar una cadena de 15 eslabones, y simu­
lar algunas de las distintas configuraciones posibles, con 
los parâmetros de la cadena que se consideran correctes, es 
decir con
1= 1,53 8 
8 = 112 °




d =2,708 . (3.13)
En la tabla (3.1) se expone la generaciôn de la 
cadena inicial. En ella se aprecia que, por dos veces, se
Entrada A — ^ 
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i x(8) . y(8) z(8) *i-3 +1-3
1 0 0 0
2 1,5300 0 0 - -
3 2,1031 1,4186 0 - -
4 1,6602 2,2157 1,2285 0,0933 60
5 2,2334 3,6343 1,2285 0,5596 180
6 1,7904 4,4314 2,4571 0,5181 180
7 2,2414 3,7715 3,7617 0,0724 60
Al obtener el eslabôn 8 se détecta intersecciôn con el 4.
4 1,6602 2,2157 -1,2285 0,9766 300
5 2,1112 1,5558 -2,5331 0,9177 300
6 1,6683 2,3529 -3,7617 0,7164 180
7 2,2414 3,7715 -3,7617 0,0394 60
Al obtener el eslabôn 8 se détecta intersecciôn con el 4
4 3,6331 1,4186 0 0,3781 180
5 4,2063 0,7093 -1,2285 0,1698 60
6 5,7363 0,7093 -1,2285 0,6158 180
7 6,3094 0 0 0,1662 60
8 7,8394 0 0 0,4556 180
9 8 ,4126 -0,7093 1,2285 0,2373 180
10 9,9426 -0,7093 1,2205 0,3232 180
11 10,5157 -1,4186 0 0,8039 300
12 10,0728 -2,8811 -0,0760 0,9146 300
13 10,6459 -3,5904 -1,3046 0,2521 180
14 10,2030 -5,0529 -1,3806 0,2813 180
15 10,7762 -5,7622 -2,6092 0,4193
Tabla 3.1.- Generaci6n de una cadena inicial (Parâmetros 
de la cadena segdn 3.13).
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detecta una interaccion entre los eslabones 4 y 8, que es 
causante del rechazo de la cadena. En ambos casos, ésto es 
debido a que vale 60®y résulta ser de 300°, es decir, 
se trata de configuraciones con la secuencia prohibida (gg*).
En la tabla (3,2) se puede ver la simulaciôn de - 
nuevas configuraciones, a partir de la cadena inicial, cal- 
culândose las coordenadas que varian. Como ya se dijo ante- 
riormente, en algunos casos la nueva configuraciôn es idén­
tica a la preferente, ya que el elegido résulta ser el - 
que figuraba antes de intentar el cambio. En una de las nu£ 
vas configuraciones se produce una interaccion no permitida 
entre los eslabones 8 y 12, debido a que se produce la se­
cuencia gg'. En efecto, en ella *g sigue valiendo 300°y 
pasa a ser de 609 También son posibles interacciones prohi­
bidas entre eslabones mâs alejados, sin que para ello deba 
existir en la configuraciôn una de dichas secuencias gg*, 
aunque en este ejemplo prâctico ésto no se produzca.
En las figuras (3.1) y (3.2) se pueden observer 
proyecciones de la cadena inicial y de la ultima configu­
raciôn permitida descrita en la tabla (3.2), sobre el pia­
no x-y. A pesar de que el nûmero de configuraciones cons^ 
derado en este ejemplo es muy pequeno, pueden advertirse ya 
modificaciones sustanciales en la forma de la cadena en e^ 
ta ultima configuraciôn con respecto a la de la cadena ini 
cial.
Naturalmente, al poder variar los eslabones ex- 
tremos de la cadena, tendrân que quedar très centrales f^ 
jos, ya que el nûmero de ângulos de rotaciôn modificables 
en ella es inferior en très al de eslabones.
3.3.- Câlculo de promedios exactos.
Como ya se ha dicho, es posible obtener prome­




i x (A ) y(A) z(A)
ni 2 180 2 1.5300 ".1270 1.2285
'in
] 0.0000 2.1279 1.2285
un
un
SI 12 300 15 10.6540 -5.8527 -0.1568
NO
SI 6 60 6 5.7363 0.7093 1.2285
5 4.2063 0.7093 1.2285
4 3.6331 -0.7093 1.2285
3 2.1031 -0.7093 1.2285
2 1.5300 -2.1279 1.2285








SI 10 300 13 10.5238 -3.6809 1.1478
14 10.0808 -5.1434 1.0717
15 8.5589 -5.2779 0.9909
NO
NO
SI 12 60 15 10.6540 -5.8527 -0.1568
NO
NO
SI 8 60 11 10.5157 0.7093 1.2285
12 10.0728 1.5064 0.0000
Se d é te c ta  in t e r a c c iô n  e n t r e  e l  8 y e l  12 .
TABLA 3.2,-Generaciôn de 
Configuraciones.


















disoluciôn, mediante procedimientos analîticos exactos, siem 
pre que la cadena se encuentre en condiciones 9 y es decir, - 
que sus interacciones con el disolvente compensen a las de 
largo alcance entre sus propios eslabones, con lo que desa- 
parece el efecto de volumen excluido.
El esquema teôrico propuesto en el capitulo II in­
cluye el promedio cuadrâtico de la distancia extremo-extremo 
de la cadena <r2>^, que se calcula teniendo en cuenta la se­
rie de interacciones de corto alcance que se introducen en - 
la matriz de coordenadas . Esta matriz se construye,
a su vez, en funciôn de promedios cuadrâticos de distancias 
entre eslabones prôximos. Para calcular todos ellos, es po­
sible utilizer procedimientos analîticos y eon ello se évi­
ta tener que consumir una gran cantidad dettiempo de câlcu­
lo que se emplearîa, usando métodos de simulaciôn para estas 
evaluaciones.
A continuaciôn se va a describir la obtenciôn de 
promedios cuadrâticos de
a) distancias extremo-extremo para cadenas con rotaciôn im- 
pedida.
b) distancias extremo-extremo para cadenas con rotaciôn im- 
pedida e interacciôn entre eslabones, separados por très 
intermedios a lo largo de la cadena.
c) distancias intramoleculares de cadenas muy cortas con di^ 
tintas interacciones. Para estas cadenas se obtienen,ade 
mâs, los promedios recîprocos correspondientes.
Asîmismo es posible calcular, para todas las ca­
denas mencionadas, el radio de giro cuadrâtico medio, defi­
nido como
N+1
■ (N+1).?- I^ il ’ (3.1H)
i — 1
donde es el vector, que va del centro de gravedad de la
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cadena al eslabôn i. Esta magnitud es de gran utilidad y va 
a ser empleada en este trabajo mâs adelante. Es posible re- 
lacionarla con las distancias cuadrâticas intramoleculares 
a través de la expresiôn (29).
N+1 N+1 2
<s^> = î  l l <R; > (3.15)
2(N+1)2 i = l j = l
Para el caso a), y siguiendo el método propuesto por Borse- 
llino (UO), teniendo en cuenta que los isômeros rotacionales 
considerados son taies que <sen*> =o, se llega a que
N
2 , 2 N(1-A2)-2A.(1-A )
< r S  = l^ I A ----- ^--- -i----- ^  , (3.16)
k=l (1-A%^2




a 2=a^<cos* > ^ 2  (3.19)
o^=-cos0+<cos*>-cos8<cos*> (3.20)
02=cos8<cos*>+<cos*>-cos8<cos*>, (3.21)
Al y A 2 se definen segun las expresiones
A^ = (—cos8“A2 )/(A^“A2 ) (3.22)
A2=1-A^ . (3.23)
n
Ademâs, el câlculo de <S > se efectûa mediante la ecuaciôn
k=l ^
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1+Ak  ^ l-GAk-A^  +
1-Aj^ N+1 (1-A^2) N(N+1)2
Ml
N(l—A^)—A^Cl—A%)
( i - < )
(3.24)
2
Las tablas (3.3) y (3.4) contienen los <r > y 
<S > obtenidos por nosotros para distintos valores de N+ly 
considerando rotaciôn impedida con las probabilidades 
definidas en (3.13), y considerando rotaciôn libre, res­
pect ivamente. Para el primero de los casos <cos*>=-0,3066 
y para el segundo <cos*>=o.
En la tabla (3.5) se exponen los valores de <r^> 
y <S^>frente a N+1 obtenidos con los parâmetros de cadena
i = 1,54 R
# = 109*28'
♦g =60* ; Pg =1/6
= 180*; p^ =2/3 
♦ ,=300* ; p ,=1/6 , (3.25)
g &
correspondiendo las nuevas probabilidades a las predichas 
para 25*C cn una cadena tal que la posiciôn t se encuentra 
en un nivel energetico inferior en 0,8 Kcal./mol a los de 
la g y la g'. Este modelo de cadena ha sido utilizado pre- 
viamente en la elaboraciôn de una teorîa hidrodinâmica por 
Perico-Rossi (9), cuyos resultados se compararân en el pr’6 - 
ximo capitulo con los nuestros, y es una aproximaciôn que 
pretende dar cuenta de todas las interacciones de corto al­
cance para élpolimetileno. A estas nuevas probabilidades le 
corresponde <cos*>=-0,5.
En el caso b) es util seguir el método propuesto 
por Flory (29), que incluye la consideraciôn de interaccio
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N+1 <r2»(A)2 <s2»(A)3 N+1
9 0 9
<r^>(A)^ <S2>(Â)2
o 2.34 0.585 2.34 0.585
3 6.44 1.235 n 6.44 1.235
A 12.42 2.020 4 11.19 1.943
5 19.44 2.918 5 16.18 2.689
G 27.30 3.913 6 21.28 3.463
7 35.69 4.989 7 26.39 4.254
8 44.49 6.135 o 31.54 5.060
9 53.55 7.337 n 36.67 5.875
10 62.81 8.588 10 41.82 6.697
11 72.20 9.880 11 46.97 7.525
12 81.68 11.207 12 52.11 8.358
13 91.22 12.564 13 57.25 9.194
14 100.81 13.948 14 62.40 10.032
15 110.43 15.354 15 67.55 10.873
1C 120.08 16.779 16 72.69 11.720
17 129.74 18.222 17 77.84 12.561
18 139.41 19.680 ' 82.98 13.406
19 149.09 21.150 1^ 88.13 14.253
20 158.77 22.633 2(' 93.27 15.101
21 168.46 24.126 21 98.42 15.950
22 178.14 25.628 22 103.56 16.800
23 187.84 27.139 23 108.71 17.650
24 197.53 28.657 ' 24 113.86 18.501
25 207.22 30.181 25 119.00 19.352
2C 216.92 31.712 ?( 124.14 20.204
31 265.39 39.438 31 149.87 24.468
36 313.86 47.254 36 175.60 28.739
41 362.34 55.128 1 4] 201.32 33.014
46 610.82 63.044 46 227.05 37.291
51 459.29 70.989 51 252.78 41.570
TABLA 3. 3 TABLA 3.U
Rotaciôn impedida. Rotaciôn libre.
Parâmetros de la ecuaciôn (3.13) 
Método de Borsellino.
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N+1 N+1 ■ <r^ <s^
2 2.37 0.593 2 2.33 0.585
3 6.32 1.230 3 6.43 1.235
4 12.91 2.042 4 12.42 2.020
5 20.73 3.000 5 20.85 3.025
6 30.07 4.095 6 30.55 4.135
7 40.28 5.308 7 41.70 5.383
8 51.39 6.628 G 54.00 6.761
9 63.09 8.041 9 67.25 8.258
10 75.34 9.539 10 21.35 9.864
11 87.97 11.110 11 96.14 11.571
12 100.9 12.749 12 111.50 13.370
13 114.2 14.446 13 127.4 15.253
14 ].27.6 16.197 14 143.7 17.215
15 141.2 17.996 15 160.4 19.248
16 154.9 19.838 16 177.4 21.347
17 168.7 21.718 ] 7 194.6 23.507
18 182.7 23.634 18 212.1 25.723
19 196.6 25.581 19 229.7 27.991
20 210.7 27.557 20 247.6 30.307
21 224.7 29.559 21 265.5 32.667
22 238.8 31.586 22 283.6 35.069
23 253.0 33.633 23 301.7 37.509
24 267.1 35.701 24 320.0 39.985
25 281.3 37.787 25 338.3 42.493
26 295.5 39.890 26 356.6 45.033
31 366.5 50.611 31 449.1 58.123
36 437.6 61.594 36 542.1 71.730
41 508.7 72.760 41 635.4 85.716
46 579.8 84.058 46 728.8 99.984
51 651.0 95.454 51 822.2 114.47 
—  -
TABLA 5.5 
Método de Borsellino. 
Parâm. ecua. (3. 25 ).
TABLA 3




nés de primer orden (correspondientes a lo que hasta aqui 
se ha denominado rotaciôn impedida), e interacciones de 
segundo orden entre eslabones separados por très interme« 
dios a lo largo de la cadena. El procedimiento es muy ge­
neral, y aplicado a nuestro objetivo, es decir, al câlculo 
de promedios de distancias cuadrâticas extremo-extremo en 
la cadena de polimetileno, se llega a la expresiôn
<rS =2Z"^y , (3.26)
donde los simbolos se definen de acuerdo con el esquema - 
que se describe en el apéndice A3.
2
En la tabla (3.6) se muestran valores de <r > y 
<S >, éstos ûltimos obtenidos empleando la ecuaciôn (3.15), 
calculados en este trabajo a partir de la expresiôn (3.26). 
Los resultados se presentan en funciôn de N+1 y correspon- 
den al polimetileno, usando los parâmetros de la cadena - 
expuestosen (3.13), a excepciôn de d, que son consistentes 
con los resultados para a , parâmetro molecular expleado en 
la ecuaciôn (3.26), definido y obtenido para el polimetile­
no en el apéndice A ^ , ecuaciones (A3.13) y (A3-17). Para 
el otro parâmetro, w, que représenta a las interacciones de 
segundo orden, definido segûn (A3.14), se emplea el valor 
que figura en (A3.17).
Estos valores servirân de comparaciôn mâs adelan 
te para los que proporciona el método de simulaciôn descr^ 
to en el apartado (2 .2 ).
Por ûltimo, con respecto al caso c), o sea para 
la obtenciôn de promedios intramoleculares de cadenas muy 
cortas, en funciôn de las distintas correlaciones que se 
quieran introducir en ellas, se ha utilizado un método de 
cuenta exacta de todas las configuraciones posibles. Se ha 
considerado la probabilidad relativa de cada una de ellas
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con respecto a las demas, dado que para una cadena de N+l=6 
(rnaximo valor que se considerarâ aquî), el numéro de ellas 
es aûn muy pequefio.
Las distancias intramoleculares han sido halladas 
o bien mediante câlculo directo, en los casos en que este - 
es trivial, o bien aprovechando trozos de cadenas de nûmero 
de eslabones mâs elevados, que han sido generadas para la 
obtenciôn de promedios por el metodo de simulaciôn de Monte- 
Carlo. En la tabla (3.7) se detallan todos los promedios ha 
llados.
A continuaciôn se describen los câlculos de pro­
medios de distancias entre los eslabones extremes de una - 
cadena con N+l*6 , como ejemplo ilustrativo. En él se utili 
zan los parâmetros de la cadena expresados en (3113). Por 
tanto se incluye rotaciôn impedida y las interacciones de 
segundo orden se introducen mediante un potencial de esfe- 
ras rîgidas. (Es decir, se supone que Pgg,=o).
El nûmero de configuraciones posibles es 3^^”^^  
=27, de las que se descartan aquellas que incluyen secuen 
cias gg*. Estas son
gg*t;g*gt;tgg» ;tg»,g;gg'g;ggg* ;gg'g';g'gg';g'g'g;g'gg,
con lo que quedan diecisiete configuraciones no rechazadas. 
Estas se clasifican segûn los distintos valores de sus pro 
babilidades y de las distancias extremo-extremo que resul 




P_(l) = 2(0,2311)2 . 0 0246 r '
r ^ d )  = 22,07 (8)2 ; r"^(l)»0,2128(8) -1
Promedios de distancias entre eslabones para cadenas cortas
Distancias que no dependen de N+1:




Rot.libre |i-j1=3 ;< r ? = 11,19(8^);< r T = 0 ,3056(8”^)
N+l=5;
Con interacciones de 2° orden:
|i-jI=3;<r? >=12,81(82); <rT^>=0,2 853(8'^)
|i-j| =*»;<r2 > = 20,9(82); <rT^>=0 ,2220(8'^)
Con rot. imp.(sin int.2* orden).









Tabla 3.7.- Parâmetros fijos: 1=1,538;6=112*; Para rotaciôn im 
pedica, probabilidades dadas en (3.13); Interacciones de 2* or 



















4(0,2311)^0,5378 = 0,1149 
22,47(8)2 . r-l(2)=0,2110(8)"l
4(0,5378) 0,2311 = 0,2672 
r2(3) = 28,88(8) ; r”^(3)=0,1862(8)"^
Pp(4) = 2(0,2311)^0,5378 = 0,05744 
rZ(4) = 22,84 (8)2 ; r“^(4)=0,2092(8)'^
2(0,2311) 0,5378 = 0,0574* 
r2(S) = 28,88 (8)2 ; r"^(5) =0,1862(8)*^
(0,5378)^ = 0,1555 
r2(6) = 40,95(8)2 ; r"^(6 ) =0,1562(8)"^
2(0,5378)^0,2311 = 0,1336 
2(7) = 34,92(8)2 ; r”^(7) =0,1692(8)“^
Pp(i) son las probabilidades relatives de los grupos y se 
hallan a partir de las de cada isomero rotacional que de­
termine la secuencia, ya que, al ser independientes las in 
teracciones (han sido rechazadas las que no lo eran), la - 
probabilidad de cada secuencia es el producto de las de - 
los isômeros que contiene. Sin embargo no estan normaliza- 
das, ya que no se consideran las de las secuencias exclui 
das. Por tanto, es necesario normalizar a 1, con lo que re 
sultan las nuevas probabilidades P^’Ci).
Pp*(l)=0 ,03034 ; P^(2) = 0,1417 ; P^(3)=0,3296 ; P^(4)=0,07086 ;
P^(5) = 0 ,07086 ; P^(6 ) = 0,1918 ; P^(7)=0,1648.
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Entonces es posible obtener directamente los pro 
medlos, ya que
2 2 
<r^> - I p/(l)r^(l) , (3.27)
i-1
donde N„ es el nûmero de grupos posibles, que aqui es sie-
O O
te. El resultado en este caso es <r >=30,65 (B) .
Asimlsmo
Ng
<r-l> - I p'(i)r"^(i) , (3.28)
1=1
resultando para N+l*6 , <r” > = 0,1836(8)" .
De igual manera se procédé en todos los casos, - 
adoptando las probabilidades para cada grupo a considérer, 
de acuerdo con las interacciones que se encuentran présen­
tes en la cadena.
Asi, un caso algo complejo se plantea al hallar - 
los promedios de las distancias entre eslabones separados 
por dos intermedios en una cadena de N+l=5.
Para estos eslabones sôlo es preciso tener en 
cuenta los très distintos isômeros rotacionales, corres­
pondiendo a ellas las siguientes distancias
Rij(g)=R^j(g')“3,029 8 ; ^(t)=3,90038 ; para |i-j|»3.
(3.29)
El problems que se plantea al hallar los promedios, 
es el de dar una descripciôn del resto de las interacciones 
que se producirân entre eslabones mâs alejados. Como las 
secuencias gg* y g'g van a ser rechazadas, y considerando 
que la probabilidad de que delante o detras de un isôme- 
ro g aparezca uno g* es 0,2311, la existencia de isômeros 
g se verâ reducida, resultando
93
Pg = 0,2311(1-0,2311) = 0,1777 , (3.30)
y para p^, se logra el mismo resultado. Sin embargo, la - 
probabilidad del isômero t seguirâ siendo la misma, ya que 
su existencia impide la formaciôn de las secuencias prohi­
bidas. Por tanto habrâ que normalizar a 1 las très probabi 
lidades, obteniéndose






i-j1 = 3  y N+1 = 5  •
mientras que en el caso mucho mâs simple consistante en no 
considerar en dicha cadena interacciones de segundo orden 
y suponer rotaciôn libre (p^=pg=Pg,=y), se obtiene
<Rjj2> = 11,18 (8)2 (3.34)
y
<R^j"!> = 0,3056 (8 )"! , (3.35)
para |i-j| = 3 y cualquier valor de N+1.
Por tcUîto, es preciso tener présentes todas las po 
sibles interacciones que afecten a las probabilidades de 
existencia de las secuencias para la cadena, que se estén 
estudiando en cada momento.
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3.4.- Crlterios de validez de los câlculos.
En el apartado (3.2) se ha descrito un método pa 
ra la obtenciôn de promedios de distancias intramolecula­
res mediante simulaciôn de cadenas. Ahora se exponen los 
criterios seguidos para la comprobaciôn de los resultados 
que Se han logrado por aplicaciôn de dicho método al câl­
culo de los promedios y asi como los cri­
terios para determinar los limites del error que estos re 
sultados pueden arrastrar.
Es conveniente hacer constar que los promedios 
<R^j^> y se hallan suponiendo que no dependen de
i y j por separado, sino de |i-j|. Para cada configuraciôn
2
se va a obtener, por tanto, un valor promedio de los R^^ 
o R^j"l correspondientes a todos los pares de eslabones - 
para los que se cumple que |i-j| tenga un valor fijo en - 
cada caso considerado. Dicho promedio serâ équivalente a 
segûn la expresiôn (3.12). La conveniencia de esta apro 
ximaciôn serâ discutida en el apartado (3.6).
Las primeras cadenas simuladas lo fueron conside 
rando tan solo las interacciones producidas por la rota­
ciôn impedida y con los parâmetros moleculares expresados 
en (3.25). Como ya se ha dicho, Perico y Rossi (9) utili- 
zaron una cadena semejante para calcular promedios, pero 
los reciprocos los hallaron por un procedimiento de simu- 
laciôt^ sobre una red tetraédrica.
En la tabla (3.8) se muestran los valores obteni­
dos con nuestro metodo de simulaciôn para <R^j2 > y 
frente a N+1, pudiéndose ver que los <R^j"l> presentan con 
respecto a los de Perico-Rossi, diferencias que no son nun 
ca superiores al 1%. Ademâs, es de senalar que, en este - 
caso, <R^j^> , para un valor dado de |i-j|, es idéntico a 

































Obtenidos por simulaciôn, sin detectar interacciones
para |i-j|>3.
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ciodes entre eslabones separados por mâs de dos interme-
2
dios. Por tante, les <R^j > deben concordar con los de la 
tabla (3.5), obtenidos médiante el método de Borsellino. 
Efectivamente a s l  ocurre, depf-ro del margen de error antes 
senalado.
Aslmlsmo se slmularon cadenas con los parâmetros 
descritos #»n (3.13), es declr, con los valores que en este 
trabajo se consideran reales, pero suponlendo que no exls 
ten Interacciones entre eslabones para los que |i-j|>3.
LOS prom edios t r e n t e  a | i - j |  o b te n id o s  de e s ta  f o r
ma se e n c u e n tra n  en l a  t a b la  (3.9), dônde se puede compro
bar que, dentro del intervalo de error del 1%, coinciden
2
con los <r > trente a Ntl calculados por el método de Bor 
selligo, que figuran en la tabla (3.3), cuando se hace 
Ii-j|=N.
En todos estes célculos resenados no es necesa- 
rla la detecciôn de interacciones entre eslabones espacial^ 
mente prôximos, por lo que estas coincidencias entre los - 
resultados provenientes de otros metodos y los logrados a 
partir del nuestro de simulaciôn inducen a confiar en la - 
parte de este ûltimo que no se refiere a dicha detecciôn 
de interacciones.
Con el fin de comprobar totalmente nuestro proce- 
dimlento, se llev6 a cabo la bûsqueda de eslabones interac 
dopantes mediante dos sistemas distintos para la organi- 
zaczôn de los archivos. En uno de ellos se procédé incluir 
en ura lista a todos los eslabones que se encuentran en ca
da zona de valores de la coordenada x. rn el otro se proce
de a construir un mecanismo en el que a cada eslabôn perte
neciente a una zona se le asocla otro, ya archivado, tam-
bién perteneciente a ella, de manera que conociendo uno de 
ellos se pUedan ir enumerando todos los demés, con lo que 
se consigue la reconstrucciôn dnl tfozo de archive corres-
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pondiente a dicha zona, sin utilizar todos los eslabones 
agrupados en ella en cada momento. Con respecte al célculo 
eh ordenador es de sehalar que el primero de los sistemas 
expxestos ocupa una mayor cantidad de posiciones de memo- 
ria, aunque es mâs râpido en relaciôn al otro. Para ambos 
se comprobô, mediante varies ejemplos, que detectan las - 
mismas interacciones y que, por tante producen iguales re 
sultados. Fsto ocurre también si se sigue la bûsqueda di- 
rectamente con todos los eslabones de la cadena de posible 
interacciôn mutua, sin considerar archive algupo. Por tan­
te, parece razonable pensar que el método propuesto funcio 
na de manera correcta.
Por ûltimo, se va a descrlbir la manera de probar 
la autoconsistencia de promedios. Naturalmente, al ir au- 
mentando el nûmero de cadenas simuladas los promedios se 
van acercando a un valor limite, que debe coincidir con el 
real. La rapides con que se alcance la convergencia dépen­
de de un gran nûmero de factores, siendo los principales
a) Nûmero de eslabones de la cadena. Al aumentar este nûme
ro, la convergencia se hace més lepta.
2
b) N aturaleza del promedio. Los <R^j > convergen mâs lenta 
mente que los
c) Consideraciûn de interacciones. Este factor inftuye de
manera menos predictible que los dos anteriores. En ge
neral puede decirse que la consideraciôn de todas las 
interacciones es el caso que favorece mâs la convergen 
cia.
d) Factores aleatorios. Como ya se ha dicho, para efectuar 
los sorteos propios del método, se utilisa una serie de 
nûmeros reales al azar que|se construye a partir de un 
entero (N^), sùministrado qomo dato de partida. La elec
\
cién de este entero/ que e^ arbitraria, tiene una gran 
influencia sobre la construdciôn de la cadena inicial, 
sobre las consiguientes conftguraciones y, por tanto, 
sobre la rapides de convergencia.
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Por ello el procedimlento qu« se sigue hace uso 
de varies de partida. Primero se generan cadenas con un 
determinado, obteniéndose los promedios cada vez que se 
alcanza un nûmero dado de configuraciones. Si los promedios 
permanecen dentro de un margen de fluetuaciôn previamente 
establecido, aunque se aumente el nûmero de cadenas genera 
das, se fijan como valores provisionales. A con^inuaciôn - 
se sigue el mismo método a partir de otro que proporcio 
na configuraciones totalmente distintas a las anteriores.
Si los nuevos resultados se encuentran dentro del interva­
lo de error atribuido a los anteriores, se adjudica el va­
lor definitivo como intermedio entre ambos. Si, por el con 
trario, existen diferencias mayores entre ambos resultados, 
se procédé a nuevos célculos hasta que se logran unos prome 
dios suficientemente bien establecidos.
Para una mayor clarificaciôn, con este propésito, 
se tiene en cuenta también la variaciôn de los promedios 
con Ii-jI, de tal manera, que en los casos de discrepancia 
entre dos promedios obtenidos con dos distintos, para - 
un determinado valor de |i-j|, se escoge aquél que résulta 
mâs coherente con el comportêuniento de los demâs con res^ 
pecto a Ii-j|.
En la tabla (3.10) sn establecen, como caso prâc- 
tico, los promedios para una cadena de Ntl=41, con
siderando todas las interacciones y ron los parâmetros mo- 
leculares expresados en (3.13). Como puede observarse, el 
margen de error del 1% puede ser considerado en este caso 
suficientemente amplio, aunque lo rebasen algunos de los - 
valores no definitlvos que se han calculado.
El nûmero de cadenas a ge^erar es siempre muy al­
to, llegando a alcanzarse, en los casos en que la conver­
gencia se ve particularmen+e desfavorecida las 500.000, - 
]o que représenta un tiempo de câlculo elevado. La veloc^
N+1=41
li-il 1* Gen. 2® Gen. 3^ Gen. Resultado
3 0.2831 0.2824 0.2824 0.2826
4 0.2195 0.2192 0.2188 0.2192
5 0.1818 0.1815 0.1810 0.1814
6 0.1555 0.1557 0.1553 0.1555
7 0.1370 0.1372 0.1368 0.1370
8 0.1232 0.1233 0.1229 0.1231
9 0.1125 0.1124 0.1121 0.1123
10 0.1039 0.1038 0.1035 0.1037
11 0.0969 0.0966 0.0967 0.0967
12 0.0911 0.0907 0.0909 0.0909
13 0.0862 0.0857 0.0860 0.0860
14 0.0819 0.0814 0.0818 0.0818
15 0.0783 0.0777 0.0781 0.0781
16 0.0751 0.0746 0.0750 0.0750
17 0.0723 0.0718 0.0722 0.0720
18 0.0698 0.0692 0.0697 0.0697
19 0.0675 0.0670 0.0674 0.0674
20 0.0654 0.0649 0.0654 0.0654
21 0.0636 0.0631 0.0635 0.0635
22 0.0619 0.0614 0.0618 0.0618
23 0.0603 0.0598 0.0603 0.0603
24 0.0589 0.0584 0.0589 0.0589
25 0.0576 0.0571 0.0575 0.0575
26 0.0564 0.0558 0.0563 0.0563
27 0.0554 0.0547 0.0552 0.0552
28 0.0544 0.0536 0.0541 0.0541
29 0.0534 0.0526 0.0531 0.0531
30 0.0525 0.0517 0.0522 0.0522
31 0.0517 0.0509 0.0513 0.0513
32 0.0510 0.0501 0.0505 0.0505
33 0.0502 0.0494 0.0498 0.0498
34 0.0496 0.0487 0.0491 0.0491
35 0.0490 0.0480 0.0484 0.0484
36 0.0484 0.0475 0.0478 0.0478
37 0.0478 0.0469 0.0472 0.0472
38 0.0472 0.0464 0.0467 0.0467
39 0.0467 0.0459 0.0462 0.0462
40 ^.0463 0.0455 0.0458 0.0458
TABLA (3.10)
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dad de gereraclôn de cadenas es variable, y depende de mu-* 
chos factores, entre ellos algunos aleatorios, pudiéndose 
calcular que, en el ordenador UNIVAC 1108 se generan, por 
término medio, unas 400 cadenas de N+l=51 por minuto, in- 
cluyendo todas las interacciones. La relaciôn entre el nd 
mero de eslabones y el tiempo de câlculo, t^, no ha podido 
ser bien establecida, pero puede decirse que, de forma ge­
neral.
tg - KN t , (3.36)
siendo a^ una constante que varia, segûn los casos, entre 
1,5 y 3.
3.5.- Resultados.
Como puede suponerse, cuando se consideran las in 
teracciones de largo alcance en las cadenas, <R^j"l> y 
<R^j^> no solo son funciones de |i-j| sino que también de- 
penden del nûmero de eslabones, N+1. Por tanto serâ nec^sa 
rio obtener promedios para cadenas de nûmero de eslabones 
variable.
Asl, se han calculado promedios <R^j ^>para 
N+l«10,15,23,31 y 51, considerando volumen excluido y con 
los parâmetros de la cadena expresados en (3.13). Los re­
sultados se exponen en las tablas (3.11) a (3.15). l o s  pro 
medios obtenidos para N+1-41 ya se presentaron anteriormen 
te en la tabla (3.10). En la figura (3.3) se representan - 
los promedios frente a |i-j| para M+1-51.
De igual manera se muestran, en las tablas (3.16) 
a (3.18), los <R^j2> calculados con las consideraciones - 
anteriormente dichas, para N+1-15,30 y 51. En la figura - 
(3.4) se representan dichos promedios frente a |i-j| para 
N+1-51.
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PROMEDIOS OBTENIDOS POR SIMULACION.
1-3 1-3 13
3 0.283 27 0.0564
I 0.219 28 0.0554
5 0.181 29 0.0545





















|i-3 1 <R.^>13 |i-3 1
<R-.1>
13
3 0.282 27 0.0545
4 0.239 2.8 0.0535
0.181 29 0.0525
6 0.155 30 0.0516
7 0.137 .31 0.0507
r, 0.123 32 0.0499
9 0.112 33 0.0491
10 0.103 34 0.0484
11 0.0964 35 0.0477
12 0.0905 36 0.0471
13 0.0856 37 0.0465
14 0.0813 38 0.0459
15 0.0776 39 0.0454
i r 0.0744 40 0.0448
17 0.0716 41 0.0443
18 0.0691 42 0.0439
19 0.0669 43 0.0434
20 0.0648 44 0.0430
21 0.0629 45 0.0426
n 0 0.0612 46 0.0422
23 0.0597 47 9.0410
/ o.f'5"'2 48 0.0415
2 5 0.0569 40 0.0412
25 0.0557 50 J.0409
TABLA(3.15)
N+l=51




3 13.0 3 13.0
4 21.4 4 21.4
5 31.5 5 31.5
(> 42.8 6 43.0
7 55.4 7 55.7
8 68.8 8 69.4
9 83.1 9 84.0
10 98.2 10 99.5
11 113.7 11 115.4
12 129.9 12 132.0
13 146.2 13 149.0




























































































PROMEDIOS OBTENIDOS POR SIMULACION
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Todos eSto& câlculos han sldo efectuados emplean- 
do ml método de simulaciôn propuesto en este trabajo.
Ademâs de estos resultados se requieren también - 
los valores de < r ^  frente a N+1, para ser utlllzados mas 
adelante, Introduclehdolos en las expreslones para el câl­
culo de (ti) vlstas en el capitulo II. El câlculo dlrecto -
2
de <r > tan solo se ha reallzado para N+l=15,31 y 51. ps-
2 2 tos <r > rorresponden, naturalmente,a los <R^j > para
Ii-jI = 14,30 y 50 de las cadenas con esos mlsmos valores
2
de N+1, respectlyamente. Los demâs <r > se han obtenldo me 
dlante un procedimlento de interpolaciôn tenlendo en cuen­
ta los slgulentes hechos
a) Las diferencias entre dos <R^j > para dos |i-j| consecu 
tlvos, deben ser practicamente iguales a las de dos <r^> 
para dos nûmeros de eslabones, N+1, consecutlvos, taies 
que w=|i-j|.
b) La diferencia entre <R^j >(para un |i-j| determinado y
un valor dado (N+1)_ de N+1) y <r^> (para N+l=|i-j|+1),
\
va haclendose mâs pequeha a medida que (N+1)^ se apro- 
xima a |i-j|+l, y ambas cantidades coinciden cuando di- 
chos dos numéros son iguales.
c) Las dos aproximaclones anteriores se deben combiner en­
tre si, y se utilizan de tal manera, que sean coheren-
tes con los très valores de <r > calculados dirëctamen
2 -
te. Asl ha sldo posible llegar a los <r > que aparecen 
en la tabla (3.19/, y cuyo error es del orden deil 1%, 
seme jante al de los
En dicha tabla (3.19) figuran ademâs los prome-
2
dios <S >. El procedimiento seguido para calcularlos ha 
sido aplicar la ecuaciôn (3.15) , con lo que se han obte-
nido valores provisionales de <S^> frente a N+1, emplean
2
do para ello los <R_j > correspondienfes a las cadenas - 
con N+l=15,30 y 51. ütilizando un método de interpolaciôn
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N+1 <s2> N+1 <r2> <S^>
o 2.34 0.585 27 390 49.2
3 6.44 1.24 28 410 52.0
4 13.1 2.06 29 430 54.8
5 21.5 3.03 30 450 57.6
(. 31.5 4.14 31 471 60.5
7 43.0 5.40 32 492 63.4
8 55 6.80 33 513 66.3
0 68 8.34 34 534 69.3
10 82 10.0 35 555 72.3
11 97 11.7 36 576 75.3
12 112 13.5 37 597 78.3
13 128 15.4 38 618 81.4
14 145 17.5 39 639 84.5
15 162 19.6 40 660 87.6
16 180 21.8 41 682 90.7
17 198 24.1 4 2 703
18 216 26.4 4 3 724 • 7 . 0
19 235 28.8 44 745 100.2
2(/ 254 31.2 45 767 . 103.4
' ’ 1 273 33.6 46 788 106.6
O O 292 36.1 47 811 109.8
'• 311 38.6 48 833 113.0
, * f 331 41.2 4 0 855 116.2
25 351 43.8 50 877 119.5
26
»■■ ----
370 46.5 51 829 122.8
TABLAC3.19 )
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sernejante al antes expuesto^y en el que cada valor provi-
2
sional de <S > (correspondiente a nn N+1) desempena el pa
2
pel que antes ocupaba el <R_j > (correspondlente a un 
|i-j|=N), se llega a los valores definitivos. Su error se 
puede suponer con suficiepte garantfa que es m<>nor que el 
1% de su valor absoluto.
2 2pn la figura (3.5) se representan <r > y <S > 
frente a N+1.
PS preciso subrayar que, a valor de /i-j| constan 
+e, los promedios de distancias correspondientes a cadenas 
con N+1 diferentes, nunca se diferencian entre si, en mas 
d#a un 5%. Por tanto la influencia del nûmero de eslabones 
sobre el promedio se puede considerar un efec+o de segundo 
orden, lo que justifica el empleo del método de interpola 
ciôn descrito. Por otra parte, dicho método produce resu^ 
tados mâs coherentes que cualquiera de los ensayados u t i M  
zando expresiones simples, que no pueden tener en cuenta 
todos los factores simultanéamente.
También es interesante conocer algunas magnitudes
2
derivadas de la variaciôn de <r > frente al nûmero de esla­
bones. Asi, por ejemplo se define la relaciôn caracterîsti 
ca, C^, de una cadena con m+1 eslabones como
s  = ' <3.37)
donde <r^>„., es la distancia extremo-extremo de dicha ca- 
N+l
dena.
En la tabla (3,20) se muestran los valores de 
frente a N+1.
Representando frente a i (figura 3,6) y extra 





















35 3.64 1.Ü6 1.75
20 1.54 1.67 1 .6f^
25 1 .65 1.54 1 . 56
31 1.40 ^.40 1.6n
36 1.32 1.31
/1 1.33 1 .31 1.3"
46 1 ■^(} '.33 1 .31




















se realize por ajuste de a un polimonio de tercer grade 
nn 1/N por el método estadîstico de los minimes cuadrados, 
con el resultado de C =10,2.
sién
Asfmismo se obtiene e, definido mediante la expre-
(3.38)
siendo K una constante de proporcionalidad.
Para ello se utilizan las relaciones de Domb (54)
E = lim Ej^=lim
 ^ <r^>
N( -1)
N->00 N->oo <r2 >N
o bien.
e=lim E2=lim







En la tabla (3.21) fiauran y C2 r asi como
e *=(e 2+E2)/2 (3.41)
calculados para distintos N+1. Representando ^ ^*
frente a 1/(N+1), (figura 3.7) se puede ver que el limite a 
l/(N+l)=o queda bastante indeterminado. Ajustes de diverses 
qrados por el método de los minimes cuadrados aportan valores 
de e comprendidos entre los limites 1,10 y 1,20. Para llegar 
a un resultado mâs preciso séria necesaria la obtencién de 
promedios con numéro de eslabones mâs altos. Puesto
que las cadenas que considérâmes presentan multiples corre 
laciones al ser N+1 bajo, se comportan como poco flexibles. 
Por ello el limite asintôtico se alcanza con mayor dificul- 
tad que en los casos de cadenas con menos interacciones.
Asi, los métodos de red citados en el aoartado (3.1) predi 
cen con bastante nrecisién valores de e que dependen del -
Ill
tipo de red considerado. Para una cûbica se llega a que 
c=4/3, mientras que, a partir de la ecuaciÔn (3.1) se pue 
de doducir que una red tetraédrica suministra e=6/5.
3.6.- Anâlisis de resultados.
Fn el aoartado (3.4) se insistid en el hecho de - 
—  1 2que los promedios > y <8^ ^ > se obtienen en funciôn
de |i-j|, y de N+1, pero sin tener en cuenta cuales son los 
eslabones i y j a que corresponden. A continuaciôn vamos a 
analizar la ooortunidad de esta anroximaciôn.
Para ello hemos calculado, por el mismo método nu_ 
mérico de simulaciôn, promedios con valores determi
nados de |i-j|, N+1 e i. Las tablas (3.22) a (3.26) muestran 
los resultados para N+1-31 e |i-j1=3,6,15,24 y 27, y en las 
tablas (3.27) y (3.28) los resultados para N+l=15 e |i-j|=6 
y 10. En ellas puede apreciarse que las fluctuaciones quedan 
siempre por debajo del error del 1% que arrastran teorica- 
mente los nûmeros, excepto en aguellos casos de |i-j|=3, en 
los que i es uno de los dos eslabones extremes de las cade­
nas. En estos casos llegan a alcanzar fluctuaciones de ese 
orden o incluse ligeramente superiores. Sin embargo, debi- 
do a que el nûmero de narejas de eslabones cuyo |i-j| vale 
precisamente 3 es superior al de cualquier otro valor, ré­
sulta que la influencia de dichas fluctuaciones en célculos 
que se refieran al comportamiento alobal de la cadena debe 
ser minima.
A pesar de la escasa variaciôn de todos los prome­
dios con i, puede verse que, en general, los promedios <R?j> 
son menores cuando, para un mismo |i-j|, se eligen eslabo­
nes situados mâs en el centre de la cadena. Esto sicrnifica, 
que on diciia zona existen mâs interacciones entre los cru- 
pos, lo que es coherente con las conclusiones a las que se
lleaa en un anâlisis geométrico cualitativo de 1 |*roblema.
'i1
Fs de suponer eue el comportamiento de los <P . A  ' seauirâ
- 1 1 2 -
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una lînea que obedezca a estas misnas razones, asf como que 
las variaciones con i, para N+1 e |i-j| fijos, sean iqual- 
mente pequenas.
Otra aproximaciôn que se ha hecho, esta vez en el 
método de simulaciôn, es el considerar un potencial de es­
teras riqidas para las interacciones entre eslabones con 
|i-j|>3. Con el fin de demostrar su validez, se han genora 
do cadenas restrinqiendo la consideraciôn de interacciones 
de larao alcance sôlo a las de los eslabones con |i-j|=4,
e ianorando las demâs. En las tablas (3.29) y (3.30) se -
2
muestran los resultados de los promedios > calculados
de esta manera para cadenas de N+l=21 y 51. Es de senalar 
que estos valores tienen un margen de error del 3%, debido 
a que la disnersiôn de los nara esto tipo de cadenas
es mayor que en todos los demâs casos vistos. La compara- 
ciôn de los promedios <R.. > de es^as tablas correspondien
I l  2 “tes a |i--j|=20 y 50 con los <r > do la tabla (3.6) obteni­
dos para N+l=2 1 y 51, mediante el esguema de Flory, cons^ 
derando interacciones de secundo orden reales de 3 Kcal./ 
mol, muestra que las diferencias entre ellos son inferio- 
res al 1,5%, y no superan su propio maraea de errer,Por tan 
to la suposiciôn de esteras rigides puede considerarse co­
mo una buena aproximaciôn en orden a la simulaciôn de cade­
nas, puesto que los resultados de 1 csquema de Flory con - 
los que hemos establecido la comparaciôn son exactos. Mâs 
adelante se darâ un secundo argumento que corrobora este 
hecho.
Otro punto de discusiôn puede ser la introducciôn 
de fuerzas atractivas. En efecto, en algunos trabajos de - 
câlculo de promedios por métodos de simulaciôn, como el de 
McCrakin, Mazur y Outtman (55), se insiste sobre la intro 
ducciôn, ademâs de las tuerzas interactivas de repulsiôn 
































PROMEDIOS OBTENIDOS POR SIMULACION SIN DETECTAR INTERACCIONES
PARA |i-j\>H
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Como aproximaciôn simple que permita estudiar la 
conveniencia de su utilizaciôn, hemos supuesto que la fuer 
za de interacciôn total proviene de un potencial de inte­
racciôn de Lennard-Jones, tipo 6-12, tal que
Cl Cg
K(R. .)=- , (3.42)
^  Ry Rft 
ij 1]
siendo E(R^j) la enerqfa debida a la interacciôn de dos es 
labones situados a una distancia R^^ y c^ y C2 dos parâme- 
tros ajustables. Si se considéra incluidas en este poten­
cial las fuerzas de corto alcance, se obtienen c^ y c^, te 
niendo en cuenta que 
para una confiquraciôn
. . .. _  , „ „ „ o
/mcl
g; (li-jl =3) _E =0,5
t; (li-jl =3) R^. = 3,90o8J ^ Kcal.
q q ' ; ( l i - j f = 4 )  R.. = 2 , 6 9 3 9 Â j
}e -E..=3 
t t ; ( l i - j | = 4 )  R.. = 5 , 0 7 3 7 8 J
1]
(3.43)
dônde se han tenido en cuenta los parâmetros moleculares - 
exnuestos en (3.13), se han considerado las diferencias ener 
gôticas entre confiouraciones descritas en el aoartado - 
(2.3) V en el apôndice A3, y se han calculado las distan­
cias  ^ a partir de coordenadas aeneradas o por simples - 
consideraciones qeométricas.
Con los datos de (3.43) se lleqa a la ecuaciôn 
E(R )=- ~  ' (3.44)
estando E exoresada en (Kcal./mol) y R^^ en 8.
En la tabla (3.31) se muestran los valores de E 
frente a P\j, obtenidos a partir d e (3.44), asi como el pe 
so estadistico de dicha energia de interacciôn calculado 







































do como valor unidad el correspondiente a
A partir de (3.44) se encuentra el minirao de la 
curva de energia para una distancia de 3,7 8. Dos esla 
bones situados a esa distancia, a 2 5 ®C, tienen una probab^ 
lidad de existencia 1,17 veces mayor que la que tienen cuan 
do se encuentran infinitamente alejados.
Siguiendo el método utilizado en el apartado (3.3)
para cadenas muy c o r t a s , empleando este potencial, en vez
del de esteras rigidas, se pueden calcular unos nuevos pro
2
medios de la distancia extremo-extremo, <r mediante
la modificaciôn de las posibilidades para cada grupo de con 
fiquraciones. Asi, se obtiene
<r^>g'=20,76(82) ; <r^>'g=30,45(8^) , (3.45)
2
valores que son ligeramente inferiores a los <r respec
tivos que figuran en la tabla (3.7), aunque dentro del mar 
gen de error del 1% tolerado.
A medida que N+1 c r e c e , la influencia de las fuer 
zas de atracciôn se hace mener al existir menos configura­
ciones con eslabones situados a las distancias ôptimas p a ­
ra que dichas fuerzas actden. Por t a n t o æ  llega a la con- 
clusiôn de que no es necesaria su presencia para obtener 
los promedies con el error admitido ya resenado.
Ademâs, ésto sirve de justificante al mismo tiem 
po de la asimilaciôn de las interacciones de secundo orden 
a un potencial de esteras riaidas. El potencial de Lennard- 
Jones empleado para obtener estos ûltimos resultados, des^ 
cribe integramente la naturaleza de dichas interacciones 
(para moléculas no polares, taies como el p olimetileno - 
que estâmes considerando). Sin cmhariio, los resultados, 
como se ha visto, son muy seme-jantes a los que se consi- 
guen utilizando la simnle aproximaciôn de esteras riaidas.
CAPITULO IV 
VALORES PROPIOS DE LA ECUACION DE DIFUSION
En los capîtulos I y II se ha analizado la dinâ-
mica molecular de oligômeros en disoluciôn, proponiéndose un 
esquema teôrico para la predicciôn de sus propiedades. En 
el présente capitulo se aplica dicho esquema al estudio de 
la dinâmica de moléculas de polimetileno de bajo peso mole­
cular, obteniéndose los valores propios ( del opera 
dor ) que représenta el efecto combinado de las -
fuerzas intramoleculares y las interacciones hidrodinâmicas. 
La ecuaciôn de valores propios es
donde las matrices H y han sido definidas previa­
mente en los capitules citados y son los vectores
propios de  ^. Aslmismo se obtienen valores teôr^
cos para el nûmero limite de viscosidad (n) y para la cons^ 
tante de Flory (+), a través de las ecuaciones (2.25) y 
(1.85) respectivamente.
Todos estos resultados se comparan con los que 
se hallan a partir de otras teorlas, discutiéndose la va­
lidez y consistencia de cada una de ellas.
4.1.- Obtencion numérica de valores propios.
El principal problema numérico que se plantea es 
el câlculo de valores propios (A%)mod * sehalar que
la matriz[H(Â)^^^J no es en general simétrica, a pesar de 
que si lo son las matrices H y por separado. Por
tanto, es necesario servirse de un sistema de diagonaliza 
ciôn de matrices no simétricas.
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En este trabajo se usan dos proqramas de calcule 
distintos para elle. El prirnero (56) estâ construido para 
obtener valores propios reales de una matriz del tipo X^Y 
siendo X e Ÿ dos matrices reales y simétricas (per le que 
X-1 también le es). Los dates de entrada en el proceso de 
câlculo son los elementos de X e Y, y dicho proceso utll£ 
za a su vez un método de diagonalizaciôn de matrices simé 
tricas. Per tante, y en el case aqui discutido, serâ ne- 
cesario hacer las identificaciones
XSH'l (4.2)
Ÿ s(Â)mod. ' (4-3)
para le que, a su vez, se cuenta con un procedimiento ade 
cuado de inversiôn de matrices (57) , Una condiciôn que se 
debe cumplir para el correcte funcionamiento de todo el 
sistema es que los valores propios de x (o de h ” )^ deben 
ser positives. En el orqaniqrama (4.1) se muestra un resu 
men de todo el procedimiento.
El secundo sistema (58) ootiene los valores pro 
pios directamente del producto de dos matrices cualesquie 
ra cuyos elementos pueden ser numéros complejos, como tam 
bién lo pueden ser los mismos valores propios. Con respec 
to al método anterior, y con vistas a la utllizaciôn de un 
ordenador, puede decirse que éste segundo sistema emplea - 
menos tiempo de câlculo, aunque ocupa mas posiciones de me 
moria.
Hemos comprobado que los resultados que se consi 
guen con ambos sistemas, aplicados a matrices semejantes 
a las posibles H y (Â)^^^ del esquema teÔrico, no difie- 
ren nunca entre si en mâs de un 1%, presentândose las ma- 
yores diferencias para los valores propios menores del es 
pectro de la matriz a diagonalizar. También puede obser- 
varse que los casos en los que con el primer sistema exis
Obtenciôn de 
los valores propiosinversion 
de H
Entrada de elementos 
de H y (Â) mod.
/  i Hay \  
algûn valor 












te la imposibilidad de câlculo, debido a que algûn valor 
de es negative, son los mismos en los que, con el se­
gundo, se obtienen nûmeros comple-jos con parte imaginaria 
para algunos valores propios. En lo sucesivo, se utiliza- 
râ uno u otro indistintamente,
Los primeros câlculos de valores propios los he­
mos realizado diagonalizando la matriz HÂ, que résulta de 
introducir promedios de distancias de tipo gaussiano, es 
decir definiendo las dos matrices H y Â, de acuerdo a las 
expresiones (1.115) y (1.34) resoectivamente. Los valores 
propios que se obtengan con cualquiera de los dos mâtodos 
de câlculo, deben ser idénticos a los obtenidos por Thurs- 
ton-Morrison (33), (34) y Lodge-Wu (35), y efectivamente, 
asî ocurre en la realidad. En las tablas (4.1) a (4.5) se 
exponen los 50 valores propios distintos de cero, calcu- 
lados por nosotros para una cadena estadfstica de N+l=51 
con cinco valores distintos de h* (paramétré de interac- 
ciôn hidrodinâmica reducido). También se presentan las mag 
nitudes
N N , N  , N
; l /< I ) '
k= 1 k=l k=l ^ ^
que se relacionan directamente con las propiedades hidrodi 
nâmicas de la cadena.
4.2.- Resultados para las distintas modificaciones propues- 
tas.
Comprobada la eficacia de los sistemas de diagona 
lizaciôn en el caso sencillo anterior, hemos procedido a - 
calcular los valores propios correspondientes a las distin 
tas modificaciones propuestas para mejorar el esquema teÔ­
rico, que hemos estudiado en el capitulo II.
VALORES PROPIOS; h =0.05 ; Thurston--Morrison.
î).0053 0.0191 0.0403 0.0687 3 .1639 9.1456 .1937
0.24PO 0.3031 0.3739 0.4450 0.52]2 0.6022 0.6877
0.7773 0.8708 0.9677 1.0677 1.1704 1.2756 1.3826
1.4913 1.6012 1.7113 1.8228 1.9338 2.0443 2.1540
2.2Ü25 2.3693 2.4742 2.5766 :\6763 2.7728 2.8659
2.9552 3.0403 3.1209 3.1969 '} 0|- -7(> 3.3334 3.3935
3.4479 3.4964 3.5387 3.5748 2.:;64i. 3.6278 3.6445
3.6545
3.3020 02 I  4.'1041 Y =3.48'
TABLA(U.l)
VALORES PROPIOS; h*=0.10 ; Thurston -Morrison.
0.0067 0.0230 0.0466 0.0770 0.1136 0.1562 0.2344
0.2500 0.3167 0.3802 0.4482 0.5205 0.5967 0.6767
0.7599 0.8463 0.9354 1.0269 1.1205 1.2158 1.3126
1.4105 1.5091 1.6081 1.7072 1.8059 1.9041 2.0013
2.0971 2.1914 2.2837 2.3737 '.4611 2.5457 2.6271
2.7051 2.7793 2.8496 2.9157 ' 77A 3.0344 3.0866
3.1338 3.1758 3.2125 3.2438 3.2(95 3.2897 3.3041
3.3127
1 1^1=2.834E 02 1 2.504r 64 Y = 3.11 E-01
TABLA(U.2)
VALORES PROPIOS; h =0,20 ; Thurston -Morrison.
0.0095 0.0307 0.0590 0.0934 0.1329 0.1772 0.2257
0.2730 0.3337 0.3927 0.4545 0.5190 0.5857 0.6545
0.7252 0.7973 0.8708 0.9453 1.0206 1.0964 1.1726
1.2489 1.3250 1.4008 1.4760 1.5503 1.6237 1.6958
1.7665 1.8355 1.9027 1.9679 2.0308 2.0914 2.1495
2.2049 2.2574 2.3070 2.3534 2.3966 2.4364 2.4728
2.5056 2.5347 2.5601 2.5817 2.5995 2.6134 2.6233
2.6293
% X j ^ l . 2 . 2 1 3 V 02 ï  Aj^ =^ 1.263F 04 Y = 2.580F-01
TABLA(U.a)
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VALORES PROPIOS; h*=0.25; Thurston-Morrison.
0.0109 0.0345 0.0651 0.1015 0.1^26 0.1877 0.2362
0.2879 0.3422 0.3989 0.4577 0.5182 0.5802 0.6435
0.7077 0.7728 0.8385 0.9045 0.9706 1.0306 1.1026
1.1612 1.2330 1.2972 1.3604 1.4226 1.4835 1.5431
1.6012 1.6576 1.7122 1.7650 ’.0157 T.0643 1.9108
1.9548 1.99(5 2.0357 2.0723 2.1062 2.1374 2.1659
2.1915 2.2142 2.2339 2.2507 2.2645 o 'Y752 2.2829
2.2875
2.026% 02 J 9.691% 03 
TABLA (4.4)
Y = 2.3621 -01
VALORES PROPIOS; h *=0 ,40; Thurston-Morrison.
0.0151 0.0458 0.0833 0.1256 0.1710 0.2186 0.2675
0.3175 0.3672 0.4171 0.4666 0.5154 0.5632 0.6099
0.6552 0.6991 0.7413 0.7819 0.8207 0.8576 0.8927
0.9258 0.9571 0.9864 1.0139 1.0395 1.0633 1.0853
1.1055 1.1242 1.1412 1.1567 1.1707 1.1834 1.1948
1.2050 1.2141 1.2221 1.2292 1.2354 1.2407 1.2454
1.2493 1.2527 1.2554 1.2577 T.2595 1.2608 1.2618
1.2624
Ixj^"àl.723E 02 ^X^"=5.235% 03 
TABLA (4.5)
7=1.763%-01
VALORES PROPIOS; h*=0 .10; is Modificacién.
0.0089 0.0316 0.0639 0.1039 0.1499 0.2010 0.2562
0.3149 0.3765 0.4407 0.5069 ^.5747 0.6439 0.7143
0.7856 0.8576 0.9299 1.002 1.075 1.148 1.220
1.292 1.364 1.435 1.505 1.574 1.642 1.708
1.773 1.836 1.898 1.957 2.014 2.069 2.121
2.171 2.218 2.262 2.303 2.340 2.375 2.406
2.434 2.458 2.479 2.497 2.512 2.524 2.532
2.536




La primera de ellas consiste en la introducciôn 
de promedios reclprocos correspondientes a una cadena real 
de polimetileno. En adelante dicha cadena se supondra des- 
crita por los parâmetros expresados en (3.13), consideran- 
do, que los eslabones para los que |i-j|^4, interaccionan 
con fuerzas repulsivas del tipo de esteras rlgidas.
Los promedios reclprocos de dicha cadena se obtu- 
vieron en el capitule III y figuran en las tablas (3.11) 
a (3.15) , para distintos valores de N+1. Ademâs de estos 
promedios hay que tener en cuenta la desviaciôn de las di 
mensiones reales de la cadena con respecte a las de una - 
cadena estadlstica, a través del coeficiente de expansion 
« (dependiente de <r >), segün se discutiô en el aparta-
do (2.2). En la tabla (3.19) fiauran distintos valores de
<r > trente a N+1. A partir de elles, aplicando la expre- 
siôn (2 .6 ), con la identiticaciôn de b con 1 antes citada, 
y que se usarâ de aqul en adelante, es posible calcular 
nûmeros limite de viscosidad para valores dados de N+1 y 
h*.
El proceso que se siaue nara elle es el siguiente
a) Evaluaciôn de a, dada para la ecuaciôn (2.3), en tun-
2 * ciôn de <r > , que a su vez denende de N+1.
b) Detiniciôn de la matriz Â de acuerdo con la expresiôn
(1.34) , y de la matriz H de acuerdo con la ecuaciôn (2.8) 
es decir, en tunciôn de los promedios <R~j> y de a .
c) Diagonalizaciôn de HÂ, suma de los inversos de sus valo 
res propios y obtenciôn de (n) a partir de (2 .6).
Obtenido (n)y mediante la detiniciôn de f , hecha
en (1.85), se hallan los valores de dicha magnitud, emplean
2
do nuevamente <r >
- 126 -
En las tablas (4.6) a (4.9) se exponen los 50 
valores propios calculados para una cadena de polimeti­
leno de N+l=51, aplicando esta primera modificaciôn con 
h*=0,10; 0,15; 0,20 y 0,25. Para h*^0,30 aparecen valo­
res propios complejos por lo que dichos valores de h* no 
se consideran Utiles.
En las tablas (4.10) a (4.13) se muestran (n)y 
(p trente a N+1 para cadenas de polimetileno con los valo 
res de h* indicados anteriormente. Ademâs, en la tigura 
(4.1) se represents (n) trente a N+1 para los distintos 
h*, de acuerdo con los resultados anteriores.
La segunda moditicaciôn consiste en anadir a la 
molécula una serie de osciladores adicionales que dan - 
cuenta de la tijaciôn del ângulo de énlace, asi como del 
etecto de rotaciôn impedida,y que unen eslabones separa- 
dos por uno y dos intermedios a lo largo de la cadena,- 
respectivamente. De este inodo la cadena poseerâ un con- 
junto de 3N-3 osciladores, que es exactamente el nûmero 
de sus libertades vibracionales. Siguiendo el método ex- 
puesto en el apartado (2.3) del capitulo II se procédé a 
construir una matriz (Â)^^^ del tipo que se muestra en 
la expresiôn (2 ,2 0) , y en la que 6  ^ y 6  ^ (paramètres que 
intervienen en las constantes de tuerza de los oscilado­
res) se hallan a partir de las ecuaciones (2.16) y (2.19)
Para polimetileno, empleando los valores descri- 
tos en (3.13) y los resultados que tiguran en la tabla - 
(3.7), se obtiene que
$1=-0,1362 ; 02=-O,O2O7 . (4.4)
Una vez construida (Â) , se calculan los valo-_ _ mod _
res propios de[H(Â)^^^J, incluyendo en H, al igual que an
tes, promedios reclprocos reales segûn la expresiôn (2 .8)
VALORES PROPIOS;h =0.15 ; 1^ Modificaciôn.
O.OllC 0.0397 0.0786 0.1254 0.1775 0.2336 0.2923
0.3529 0.4147 0.4769 0.5391 1.6008 0.6618 0.7219
0.7808 0.8386 0.8947 0.9492 1.002 1.054 1.104
1.152 1.199 1.244 1.288 1.330 1.370 1.409
1.446 1.481 1.515 1.547 1.576 1.603 1.630
1.654 1.676 1.697 1.715 1.732 1.746 1.758
1.769 1.779 1.786 1.793 1.708 1.G03 1.805
1.806
J 1.855F 02 R.444F 03 y =2.454F-01
TABLA(4.7)
VALORES PROPIOS;h*=0 .20 ; 1® Modificaciôn.
0.0139 0.0475 0.0929 0.1462 0.2043 0.2653 0.3276
0.3900 0.4517 0.5121 0.5703 0.(258 0.6786 0.7285
0.7752 0.8187 0.8589 0.8954 '.9288 0.9593 0.9871
1.012 1.034 1.053 1.070 1.076 1.078 1.081
1.084 1.085 1.089 1.092 1.099 1.100 1.106
1.108 1.113 1.116 1.121 1.122 1.128 1.128
1.133 1.133 1.137 1.137 .1.140 1.140 1.141
1.141
r 1.6951: 02 JX 5.887% 01 Y = 2.049%-Clc
ABLA (4.8)
VALORES PROPIOS;h =0.25 ; 1* Modificaciôn.
0.0163 0.0551 0.1067 0.1662 r.2299 0.2951 0.3465
0.3511 0.3594 0.3602 0.3714 .3832 0.4003 0.4162
0.4268 0.4395 0.6632 0.4793 1.4933 0.5112 .5393
0.5429 0.5676 0.5856 0.6045 0.(172 0.6454 G.6477
0.6745 0.6863 0.7061 0.7182 0.7397 0.7^63 0.7707
0.7710 0.7945 0.7979 0.8166 0.8209 0.8364 0.8398
0.8528 0.8550 0.8660 0.8671 0.8756 0.8761 0.8817
0.8818
1 1.782F 02 I 4.407% 03 Y = 1.3871-01
TABLA(U.9)
-
Nfl ♦ .10-23 (n) (c.c. /gr. ) N+1 $.10^3 (n) (c.c./gr. )
10 1.059 0.554 10 1.547 r'.lOS
15 1.080 1.063 15 1.531 1.406
23 1.123 1.^01 23 1.518 2.570
31 1.153 2.703 31 1.516 3.554
41 1.179 3.678 41 1.517 4.732
51 1.209 4.552 51 1 .524 5.737
TABLA(4, 10) TABLA(U.ll)
h =0.10 h =0.15
N+1 ♦.10^^ (n)(c.c./gr. ) N+1 *.10^3 Jn) Cc.c. / gr. )
10 2.052 1.073 10 2.624 1.372
15 1.982 1.987 15 2.524 2.466
23 1.921 3.252 23 2.440 4.130
31 1.889 4.429 31 2.409 5.648
41 1.865 5.817 41 ::./:;o 7.500





VALORES PROPIOS;h =0,10; 2^ Modificaciôn.
0.0024 0.0086 0.0178 0.0297 8.0442 0.0615 0.0818
0.1051 0.1318 0.1620 0.1958 0.2335 0.2752 0.3210
0.3708 0.4247 0.4825 0.5440 0.6093 0.6781 0.7502
0.8251 3.9026 0.9822 1.064 1.147 1.231 1.315
1.399 1.483 1.566 1.647 1.727 1.804 1.878
1.950 2.017 2.(81 2.141 2.196 2.246 2.292
2.333
2.483
2.369 2.400 2.426 2.4/8 2.465 2.476













(j6/o d ) [it]
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En este nuevo esquema interviene también a', qiié
Â
2
esté definida en (2,22) y depende de < r > ^  ,valor que toma
2
< r > cuando en su célculo s6lo se tienenen cuenta las in-
teracciones introducidas en (A) , . Como en este caso dim o d , —
chas interacciones son las correspondientes a la descrip- 
ci6n del éngulo de enlace fijo y de la rotacién impedida/ 
el valor de < ^ para un N+1 deterininado es el < r ^  pre-
viamente hallado por el método exacto de Borsellino, que 
figura en la tabla (3.3).
Aplicando la ecuaciôn (2.25) se consiguen caJeu- 
lar némeros limites de viscosidad en funcién de h* y N+1. 
Los pasos que se siguen para ello son, pues, en resumen
a) Construccién de la matriz a partir de y
— 2 ""1
b) Detiniciôn de H en funciôn de a ( < r > )  y de los <R, . >.
+1
c) Diagonalizaciôn de CH (A) v surna de los inversos 
de los valores propios.
2
d) Evaluaciôn de conociendo < r > - .
e) Célculo de (ï^a partir de la expresiôn (2.25).
En las tablas (4.14) a (4.17) se muestran los 
50 valores propios de una cadena de polimetileno de - 
N+l=51 con h*=0,10, o, 15;o,20 y 0,25. Para h *0,30 resuj. 
tan valores complejos.
En las tablas (4,18) a (4,21) figuran los re­
sultados para (n) y ♦ trente a N+1 para los mencionados 
valores de h*.
En la figura (4.2) se représenta (n ) trente a 
n 4-1 para esos mismos valores.
La tercera modificaciôn consiste en introducir 
en el esquema anterior N-3 osciladores adicionales que - 
unen los eslabones i y j, taies que /i-jf=4, Por tanto.
VALORES F*OPIOS;h *0.15; 2® Modificaciôn.
0.Ü031 0.0109 0.0219 0.0359 i.c-595 0.0717 0.0935
O.llflO 0.1453 0.1755 0.2085 0.2444 0.2831 0.3245
(1.3686 0.4153 0.4641 0.5150 0.5678 0.6223 0.678}
0,7353 0,7931 0.6513 0.9099 0.966A 1.027 1.084
1.140 1.195 1.249 1.301 1.350 1.397 1.442
1.485 1.524 1.561 1.594 T.C24 1.651 1.675
1.696 1.714 1.729 1.742 3.753 1.760 1.765
1.768
6.001F 02 J 1.13^ !! 05 yr3.149F-01
TABLA(U.15)
VALORES PROPIOS; h =0.20;2^ Modificaciôn.
0.0037 ; 0.0259 0.0419 0.Or05 1.0016 0.1050 0.1307
0.1587 0.1888 0.2210 0.2550 .2 0^7 0.3279 0.3664
0.4059 0.4458 0.4860 0.5863 ..5666 0.6066 0.6457
0.6837 0.7205 0.7560 0.7902 0.8226 0.8530 0.8814
0.9079 0.9326 0.9542 0.9733 0.9907 1.006 1.020
1.031 1.040 1.047 1.052 1.054 1.054 1.055
1.056 1.056 1.056 1.057 1.U57 1.064 1.064
0.0129
5.252F 02 8.022' / y =2.908:-03
TABLA(U.ie)
VALORES PROPIOS ;h =0.25; 2^ Modificaciôn .
0.0044 0.0151 0.0298 0.0478 0.0684 0.0913 0.1163
0.1432 0.1719 0.2020 0.2333 0.2655. 0.2982 0.3312
0.3393 0.3437 • 1.3518 0.3611 0.3642 0.3725 0.3874
0.3961 0.4048 0.4217 0.4277 0.4409 0.4571 0.4610
0.4813 0.4849 0.5014 0.5109 0.5198 0.5347 0.5384
0.5555 0.5562 0.5707 0.5744 0.5847 0.5898 0.5972
0.6023
0.6240
0.6081 0.6121 0.6157 0.6188 0.6200 0.6237
1 4.SO2F 02
TABLA(4.17)
■'■4 Y = 2.441 ■’-01
N+1
-21
(n}(c.c./gr.) N+1 *.10^3 (n] (t.c./gr.)
23 0.958 1.622 23 1.246 2.109
31 0.986 2.312 33 1.249 2.928
41 1.009 3.147 /g 1.248 3.893
53. 1.038 3.908 51 1.257 4.732
TABLA (4 .18) TABLA (4.19)
h*=0,10 1i*=0,15
N+1 (g)(c.c./gr.) N+1 4.10^3 (n)c.c./gr.)
23 1.505 2.548 23 1.774 3.003
31 1.484 3.479 1.735 4.068
41 1.465 4.570 4: 1.713 5.343
51 1.467 5.523 1.711 (.441
TABLA (4.20) TABLA (4.21)
h*=0,20 h*=0,25
VALORES PROPIOS; h*=0,10; 3^ Modificaciôn.
0.0012 0.0044 0.0095 0.0166 3.0263 0.0389 0.0548
0.0746 0.0986 0.1271 0.1604 0.1985 0.2415 0.2895
0.3422 0.3995 0,4611 0.5265 0.5956 0.6680 0.7433
0.8209 0.9005 0.9815 1.064 1.146 1.230 1.313
1.395 1.476 1.557 1.635 1.712 1.787 1.859
1.929 1.996 2.060 2.120 2.3 76 2.229 2.276
2.320 2.359 2.392 2.420 2.444 2.462 2.475
2.483
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el niSmero total de osciladores de la cadena va a ser de -
4N-6, superior al de grades de libertad vibracionales. Na-
turalmente lo que se pretende de esta manera es dar una -
descripciSn de las interacciones de segundo orden. El pro
cedimiento a seguir es semejante al precedente, aparecien
do aqui un nuevo parâmetro necesario para la construc-
ci^n de la matriz (Â) . Este parâmetro se definirâ, de
acuerdo con los argumentes expuestos en el apartado (2.3),
sustituyendo en (2 .21), n (que représenta al ndmero .-
/i-j/ correspondiente a los eslabones interaccionantes),
por 4. j+4> es, por tanto, el promedio de las -
distancias cuadrâticas entre los eslabones j y j+4 consi
2 ""derando interacciones de segundo orden, y (Rj j+^>o es el 
mismo promedio considerando tan s6 lo rotaci6n impedida. 
Para la clase de cadena que se propone y a través de la 
tabla (3.7) se llega a
B^=-0,00854 . (4.5)
Otro punto en el que existe diferencia con re_s
pecto a la modificacién'precedente es en el câlculo de
< r ^  T que ahora se efectda contando con las interaccio-
2nés de segundo orden. Los valores de <r;» trente a N+1 con 
este tipo de interaccién, calculadas por el procedimien­
to de Flory, figuran en la tabla (3.6), Se puede ver que 
para N+l=51, el mâs alto entre los considerados, siguien 
do la expresiôn (2 .22), se obtiene que
(a») 2.899/822=1,09 , (4.6)
lo que signifies qçue las interacciones de érdenes supe- 
riores al segundo representan una aportacién bastante pje 
quena (inferior al 10%) a los promedios de cadenas de pe 
queRo nâmero de eslabones.
Los valores propios para N+l=51 y M*=0,10;0,15; 
0,20 y O,25 correspondientes a esta tercera modificaciôn 
se muestran en las tablas (4.22) a (4.25). Para h*^0,30
VALORES PROPIOS; rf »0 ,15; 3» Modificaciôn •
0.0015 0.0055 0.0116 0.0201 0.0311 0.0452 0.0626
0.0837 0.1087 0.1377 0.1707 0.2076 0.2483 0.2925
0.3401 0.3905 0.4434 0.4983 0.5549 0.6129 0.6720
0.7315 0.7911 0.8506 0.9097 0.9682 1.026 1.082
1.137 1.190 1.242 1.291 1.339 1.384 1.428
1.469 1.508 1.545 1.579 1.610 1.638 1.664
1.686 1.707 1.723  ^.738 ' .758' 1.759 1.765
1.768
1.1270 03 JXjçS 4.755E 
TABLA (4.
05 Y != 
23)
3.745E-01
VALORES PROPIOS; h*=0 .20; 3S Modificaciôn,
0.0018 0.0066 0.0138 0.0235 0.0360 0.0516 0.0704
0.0928 0.1187 0.1481 0.1809 0.2166 0.2549 0.2955
0.3379 0.3815 0.4258 0.4701 0.5143 0.5580 0.6008
0.6423 0.6820 0.7199 0.7560 0.7901 0.8220 0.8514
0.8787 0.9038 0.9270 0.9472 0.'i65() 0.9813 0.9960
1.009 1.020 1.029 1.037 1.042 1.047 1.049
1.052 1.053 1.053 1.054 1.054 1.054 1.061
1.062
1 Xj^^-9.570E 02 J Xj^^-3.228E os Y -3.524E -01
TABLA (4 .24)
VALORES PROPIOS; Yt =0 
0.0022 0.0077 0.0159
,25; 3* Modificaciôn, 
0.0269 0.0408 0.0578 0.0781
0.1017 0.1286 0.1585 0.1909 0.2254 0.2614 0.2983
0.3354 0.3392 0.3436 0.3514 0.3607 0.3710 0.3729
0.3859 0.4027 0.4078 0.4196 0.4375 0.4422 0.4572
0.4736 0.4770 0.4965 0.5029 0.5146 0.5294 0.5329
0.5498 0.5531 0.5650 0.5729 0.5793 0.5893 0.5923






aparecen valores propios complejos, Los valores correspon­
dientes de ♦ y  fn) para esos h* se recogen en las tablas 
(4.26) a (4.29), y en la figura (4.3) se représenta (n) 
frente a N+1,
4.3,- Resultados de otras teorias.
Para poder tener un criterio de la influencia - 
que sobre los resultados ejercen las modificaciones al for 
malismo de Rouse-Zimm que hemos introducido en este tra­
bajo, es necesario para compararlos con los resultados de 
otras teorias, Con este fin se ha procedido al câlculo de 
y ♦ para distintas teorias hidrodinâmicas, utilizan- 
do en cada caso el modèle de cadena que le es aplicable - 
segiîn su formalisme.
En primer lugar se ha seguido el esquema propues 
to por Yamakawa (30), ya descrito en el capitulo I (apar­
tado 1,3). En resumen sus principales caracteristicas son
a) resoluciôn de la ecuaciôn de valores propios en la - 
forma aproximada de ecuaciôn integro-diferencial,
b) utilizaéiôn del método de perturbaciones de Pyun-Pix 
man que évita el promedio previo del tensor de Oseen,
c) Consideraciôn de un volumen finito para los eslabo­
nes, que se introduce a través de un parâmetro de in- 
teracciôn hidrodinâmica reducido, y , dimensionalmen- 
te idéntico a h*.
A partir de la expresiôn (1,104), es posible 
conseguir resultados para * en funciôn de f(o de h*) y 
de N+1. Como la cadena polimérica se supone aqui que es 
una cadena estadistica, ( se calcula a partir de 4, uti 




* .10 (nfc.c/gr) N+1 4 .lôf3 (n) (c.c/gr.)
23 1.037 1.755 23 1.328 2.248
31 1.049 2.459 31 1.308 3.067
41 1.064 3.319 /;1 1.308 4.080
51 1.092 4.111 51 1.321 4.973
TABLA (4.26) TABLA (4 .27)
h* =0,10 h* =0,15
N+1 (n)(c.c./gr.) N+1 *.lS23 (n) (c.c./gr.)
23 1.576 2.668 pT 1.811 3.066
31 1.527 3.580 31 1.736 4.070
41 1.494 4.660 1 1.691 5.275
51 1.496 5.632 5] 1.684 6.340
TABLA (4.28) TABLA (4. 29)
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En las tablas (4.30) a (4.33),se recogen los va­
lores de (n)y ♦ trente a N+1, para h*=0,05; 0,10; 0,20 y 
0,25, hallados de dicha manera. En la figura (4.4) se muegi 
tra la representacién grâfica correspondiente,
El segundo esquema seguido es el de Osaki (22), 
que también se ha resenado en el apartado (1.3). Sus pun- 
tos mâs sobresalientes son
a) planteamiento de la ecuaciôn Integro-diferencial (1.66) 
de Rouse-Zimm, lo que implica el uso del promedio pre— 
vio del tensor de Oseen.
b) Correcciôn de los limites del intervalo de integraciôn, 
lo que lleva a la introducciôn de h* y a una redefini- 
ciôn de la ecuaciôn Integro-diferencial (1,110)» Su re 
soluciôn se lleva a cabo siguiendo el método de Tschoegl 
también expuesto dentro del mismo apartado.
En las tablas (4.34) a (4.36) se muestran (n] , 
calculada a partir de (1.83), y 4,trente a N+1, para los 
valores de indicados anteriormente, teniendo en cuenta 
que *=2,84,10 mol" en todo el intervalo de N+1, cuando 
h*=0,25, La grâtica (4.5) visualiza estos resultados.
El tercer modelo hidrodinâmico que considérâ­
mes es el de Thurston-Morrison (33). En él se propone la 
resoluciôn exacta de la ecuaciôn matriciel de valores pro 
pios, mediante procedimientos de câlculo numérico.
Como se ha mencionado en el apartado (4.1) de 
este mismo capitulo, hemos resuelto dicha ecuaciôn, pa­
ra distintos h*, como comprobaciôn del método de diago­
nalizaciôn empleado. En las tablas (4.37) a (4.41) se - 
resumen los resultados para (n)y *, obtenidos emplean­
do el modelo de cadena estadistica, que esté implicite 
en el formalisme de Thurston-Morrison, y tabulados de la
N+1 * (n)(c.c./gr.) N+1 * (n)(c.c./gr.)
3 2.07E+22 0.0049 3 5.131+22 0.0120
4 2.691+22 0.0088 4 6.42E+22 0.0210
5 3.171+22 0.0129 r 7.37F+22 0.0299
G 3.58E+22 0.0170 f' 8.12E+22 0.0386
7 3.93E+22 0.0211 7 8.74F+22 0.0469
O 4.241+22 0.0252 Q 9.271+22 0.0550
9 4.521+22 0.0292 f ' 9.73E+22 0.0628
10 4.771+22 0.0331 11 l.OlF+23 0.0704
11 5.001+22 0.0370 n 1.05F+23 0.0777
12 5.211+22 0.0408 1 2 1.08F+23 0.0848
13 5.411+22 0.0446 13 l.llE+23 0.0918
14 5.591+22 0.0484 14 1.14E+23 0.0985
15 5.771+22 0.0521 15 1.16E+23 0.1050
16 5.931+22 0.0557 16 1.19E+23 0.1115
17 6.091+22 0.0593 17 1.21F+23 0.1178
18 6.241+22 0.0629 1 8 1.23F+23 0.1239
19 6.381+22 0.0664 1.251+23 0.1300
20 6.521+22 0.0699 1.271+23 0.1359
21 6.641+22 0.0733  ^1 1.281+23 0.1417
31 7.711+22 0.1061 31 1.421+23 0.1949
41 8.501+22 0.1363 41 1.511+23 0.2416
51 9.131+22 0.1647 11 1.57F+23 0.2838
61 9.661+22 0.1915 •’ 1.631+23 0.3227
71 1.011+23 0.2171 1 1.671+23 0.3590
81 1.051+23 0.2416 n 1.711+23 0.3932
91 1.091+23 0.2653 (',1 1.741+23 0.4256
101 1.121+23 0.2881 111 1.77F+23 0.4565
151 1.241+23 0.3929 151 1.871+23 0.5942
201 1.331+23 0.4863 2'1 1.941+23 0.7125
251 1.391+23 0.5716 2 51 1.99E+23 0.8182
301 1.451+23 0.6509 311 2.03E+23 0.9146
TABLA (4.30) TABLA (4.31)
Yamakawa; h ’^ =0,05 Yamakawa; h* =:0,10
I 4 I
N+1 * (n)(c.c./gr.) N+1 # (n) (c.c./gr.)
3 2.011+23 0,0472 3 5.481+23 0.1285
4 2.161+23 0.0706 4 4. C 41+2 3 0.1518
5 2.251+23 0.0914 5 4.328+23 0.1752
r. 2.321+23 0.1100 6 4.141+23 0.1967
7 2.361+23 0.1269 7 4.031+23 0.2163
8 2.401+23 0.1425 3.951+23 0.2343
9 2.431+23 0.1569 () 3.891+23 0.2509
10 2.461+23 0.1705 10 3.841+23 0.2664
11 2.481+23 0.1832 13 3.801+23 0.2810
12 2.491+23 0.1954 .12 3.761+23 0.2947
13 2.511+23 0.2069 13 3.731+23 0.3077
14 2.521+23 0.2179 14 3.701+23 0.3200
15 2.531+23 0.2284 15 3.681+23 0.3318
16 2.541+23 0.2386 16 3.661+23 0.3432
17 2.551+23 0.2484 17 3.641+23 0.3541
18 2.561+23 0.2579 ir 3.621+23 0.3646
19 2.571+23 0.2671  ^'! 3.601+2 2 0.3747
20 2.571+23 0.2760 3.581+23 0.3845
21 2.581+23 0.2846 3.571+23 0.3940
31 2.621+23 0.3606 31 3.461+23 0.4766
41 2.641+23 0.4238 41 3.391+23 0.5444
51 2.661+23 0.4790 P 3.341+23 0.6031
61 2.671+23 0.5286 11 3.311+23 0.6555
71 2.671+23 0.5739 71 3.271+23 0.7032
81 2.681+23 0.6160 81 3.251+23 0.7472
91 2.681+23 0.6554 1 ! 1 3.231+23 0.7884
101 2.681+23 0.6926 1 01 3.211+23 0.8271
151 2.701+23 0.8546 151 3.141+23 0.9950
201 2.701+23 0.9994 '1 3.091+23 1.1348
251 2.701+23 1.1096 .^81 3.061+23 1.2571
301 2.701+23 1.2171 :>/■:! 3.041+23 1.3672
TABLA (4.32) TABLA (4 .33)
Yamakawa; h =0,20 Yamakawa; h* =0,2 5
to o
o* 1 «V

















N+1 4 (n) (c.c./gr.) N+1 * (n)(c.c./gi
3 2.54E+22 0.0060 3 5.75E+22 0.0135
4 3.041+22 0.0099 4 6.690+22 0.0219
5 3.441+22 0.0140 5 7.411+22 0.0301
6 3.701+22 0.0180 r, 8.001+22 0.0380
7 4.081+22 0.0219 7 8.501+22 0.0456
a 4.351+22 0.0258 1 8.931+22 0.0530
Q 4.591+22 0.0296 9 9.321+22 0.0602
10 4.811+22 0.0334 10 9,061+22 0.0671
1]. 5.021+22 0.0372 ] 1 9.931+22 0.0738
12 5.211+22 0.0408 12 1.031+23 0.0804
13 5.391+22 0.0445 13 1.058+23 0.0868
14 5.561+23 0.0481 14 1.081+23 0.0931
15 5.721+22 0.0516 15 1 .101+23 0.0993
ir, 5.871+22 0.0551 16 1.121+23 0.1053
17 6.021+22 0.0586 1.7 1.141+23 0.1112
la 6.151+22 0.0620 1 8 1.161+23 0.1170
10 6.281+22 0.0654 ‘ ■} 1.181+23 0.1226
20 6.411+22 0.0688 1.201+23 0.1282
21 6.531+22 0.0721 21 1.211+23 0.1337
31 7.551+22 0.1039 31 1.341+23 0.1845
41 8.321+22 0.1334 41 1.43E+23 0.2298
51 8.941+22 0.1613 51 1.501+23 0.2711
61 9.471+22 0.1878 61 1.561+23 0.3094
71 9.931+22 0.2132 71 1.611+23 0.3454
01 1.031+23 0.1376 81 1.651+23 0.3795
93. 1.071+23 0.2612 ' ■• + 1.681+23 0.4119
101 l.lOE+13 0.2840 12:1 1.721+23 0.4429
151 1.23^ +23 0.3895 +51 1.841+23 0.5820
201 1.321+23 0.4842 -^1 1.92E+23 0.7027
251 1.391+23 0.5712 251 ].981+23 0.8110
301 1.45]+2 3 0.6524 301 2.021+23 0.9102
TABLA (4.34) TABLA (4.35)
Osaki; h*=0, 
\-------------------
05 Osaki; h* =0, 10
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N+1 * (n)(c.c./gr.) N+1 4> ( n )(c.c./gr.)
3 1.621+23 0.()3!i0 10 2.201+23 0.2292
4 1.740+23 0.li3f,9 2.218+23 0.2374
3 1.820 +23 0.074 0 :'i 2.221+23 0.2455
1.890+23 0.0896 8] 2.301+23 0.3172
7 1.94!+23 0.1039 2.369+23 0.3780
8 1.98'+23 0.1173 2.398+33 0.4318
9 2.010+23 0.1299 r ■ 2.428+23 0.4805
10 2.040+23 0.1418 "1 2.451+23 0.5254
11 2.f'7l-623 0.1331 8.1 2.4 71+23 0.5673
12 2.090+23 0.1638 "1 2.481+23 0.6067
13 2.11; +23 0.1742 1 ( 1 2.501+23 0.6439
14 2.130+23 0.1841 151 2.558+23 0.8076
13 2.130+ 0 0.1937 -r,T 2.588+23 0.9460
16 2.160+23 0.2030 :\5i 2.60E+23 1.0632
17 2.180+23 0.2120 18.1 2.628+23 1.1789
18 2.1" 0-02 3 {)
TAB! A (4.36)
Osaki; h» =0,20
N+1 * (n)(c.c./gr.) N+1 * (n) (c.c./gr.;
'> 3.210+22 0.0063 1 ' 6.331+2 2 0.0548
3 4.840+22 0.0114 6.460+22 0.0583
4 4.870+22 0.0139 1 r, 6.588+22 0.0618
3 3.000+22 0.0203 17 6.708+22 0.0652
6 3.130+22 0.0244 1 ^ 6.818+22 0.0686
7 3.31’+22 0.f)28:3 1 0 6.921+22 0.0720
8 3.470+22 0.0325 20 7.038+22 0.0754
9 3.630+22 0.0363 r'l 7.138+22 0.0787
10 3.782+22 0.0401 31 8.018+22 0.1102
11 3.930+22 0.0439 41 8.708+22 0.1396
12 6.070+22 0.0476 3' 9.281+22 0.1673
13 6.200+22 0.0512
TABLA (4.37) 












N+1 * (n)(c.c./gr.) N+1 * (n)(c.c./gr.)
2 1.131+23 0.0137 7 2.701+23 0.0329
3 1.031+23 0.0242 3 2.371+23 0.0557
4 1.021+23 0.0334 i 2.281+23 0.0745
5 1.03E+23 0.0420 5 2.241+23 0.0909
6 1.051+23 0.0500 (j 2.221+23 0.1057
7 1.071+23 0.0576 7 2.221+23 0.1193
I] 1.101+23 0.0650 V 2.221+23 0.1319
9 1.121+23 0.0720 (, 2.231+23 0.1438
10 1.141+23 0.0789 ] 0 2.231+23 0.1551
11 1.161+23 0.0855 .1 ] 2.241+23 0.1659
12 1.171+23 0.0920 12 2.251+23 0.1762
13 1.191+23 0.0983 13 2.261+23 0.1861
14 1.211+23 0.1045 1/ 2.261+23 0.1956
15 1.221+23 0.1105 15 2.271+23 0.2048
16 1.241+23 0.1164 .16 2.281+23 0.2137
17 1.261+23 0.1222 17 2.281+23 0.2224
18 1.271+23 0.1279 1Ï ■ 2.291+23 0.2308
19 1.281+23 0.1335 1 2.301+23 0.2390
20 1.301+23 0.1389 2.301+23 0.2470
21 1.311+23 0.1444 21 2.311+23 0.2547
31 1.411+23 0.1944 31 2.361+23 0.3246
41 1.491+23 0.2391 61 2.401+23 0.3842
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N+1 * (n)(c.c./gr.) N+1 * (n)(c.c./gr.)
2 3.741+23 0.0456 2 8.921+23 0.1085
3 3.211+23 0.0755 3 6.971+23 0.1637
4 3.031+23 0.0990 4 6.181+23 0.2021
5 2.941+23 0.1191 5 5.721+23 0.2322
b 2.881+23 0.1368 6 5.421+23 0.2574
1 2.851+23 0.1529 7 5.201+23 0.2793
» 2.821+23 0.1676 6 5.041+23 0.2989
9 2.811+23 0.1814 ■) 4.901+23 0.3166
10 2.801+23 0.1943 3 0 4.801+23 0.3330
11 2.791+23 0.2065 11 4.701+23 0.3482
12 2.781+23 0.2181 3.2 4.621+23 0.3624
13 2.781+23 0.2292 1 3 4.561+23 0.3759
14 2.771+23 0.2399 3.4 4.501+23 0.3887
15 2.771+23 0.2501 15 4.441+23 0.4009
16 2.771+23 0.2600 3 r 4.391+23 0.4126
17 2.771+23 0.2695 17 4.351+23 0.4238
18 2.771+23 0.2788 3.8 4.311+23 0.4346
19 2.761+23 0.2878 1 0 4.281+23 0.4450
20 2.761+23 0.2965 '>n 4.241+23 0.4550
21 2.761+23 0.3050 23 4.211+23 0.4648
31 2.761+23 0.3005 31 4.001+23 0.5499
41 2.771+23 0.4441 43 3.861+23 0.6199
51 2.771+23 0.5001 51 3.781+23 0.6808




misma forma que en les casos anteriores. La figura (4,6) - 
contiens las grâficas correspondientes a dichos resultados.
Por dltimo se calculan {n) Y ♦ utilizando un mo 
delo hidrodinémico que no proviens del formalisme de Rou- 
se-Zimm, sino del de Kirkwood-Riseman, Es el propuesto por 





Pj^=0 ; j=k , (4.9)
> es el parâmetro de interacci&n hidrodinâmica reducido 
usado en la teorla de Kirkwood-Riseman, definido en la - 
ecuaci6n (1.20), y que se relaciona con h* a través de - 
la exprèsl6n
X =("^  h* , (4.10)
ÿ es la matriz cuyso términos, se definen en la ex
presi6n (1.14) e intervienen en el câlculo de (n), con 
dicho formalisme,a través de (1.15),
Puede comprobarse que (4.7) es la ecuacién ma­
triciel que resume a todas las del tipo de la (1.13), ne— 
cesarias en los célculos. Por tanto, este método es equi 
valente ,en el formalisme de Klrkwood-Riseman,al de Thurs­
ton-Morrison en la teoria di Rouse-Zimm.
Para la resolucién de (4.7) es necesario cono- 
cer une serie de promedios intramoleculares de la cade- 












































con lo c^e los tipos de promedios a calculer son<R~^^ 
y « Perico y Rossi suponen una cadena con rotacl6n
Impedida y sin interacciones entre eslabones para los - ' 
que /i-j|^3. Los parâmetros correspondientes a esta ca­
dena se definieron en la expresidn (3.25). Con ellos se 
obtuvieron por el método de Borsellino los valores para 
^R^j) y que figuran en la tabla (3.5), y con el mé
todo de simulacién descrito en el capitule III, los va­
lores para expresados en la tabla (3.8). Utilizân
dolos, es posible llegar hasta (n) a través de los 
de la matriz $ , que se halla resolviendo la ecuacién - 
(4,7 ). Si se aplica la ecuacién (1.85), se calculan los
correspondientes ♦ , empleando el <^ r ^  pertinente para -
2 2 cada N+1. En este caso <r ^  serâ idéntico al calcu
lado para |i-j|=N.
En las tablas (4.42) a (4.46) se exponen (n) y * 
trente a N+1 en funcién de h* (proporcional a A) , de 
idéntica forma a cqmo se hizo para los modelos anterio­
res. La figura (4.7) resume graficamente estos resulta­
dos.
4.4.- Comparacién entre las distintas modificaciones
Una vez calculados ( n) y (*» segiin los distintos 
esquemas descritos, es necesario procéder a la compara­
cién entre ellos. Asi, en las figuras (4.8) a (4.11), se 
representan los distintos valores de  ^ trente a N+1, pa­
ra las très modificaciones propuestas por nosotros y se- 
gén las predicciones de la cuatro teorias que se comen- 
tan en el apartado anterior, para h*=0,10;0,20;0,25 y 0,40 
respectivamente,
Las conclusiones que se derivan de esta compa-
- Ibl -
N+1 4 (n)(c.c./gr.) N+1 4 (n)(c.c./gr.)
3 3.58K+22 0.0130 3 7.448+22 0.0269
A 2.68F+22 0.0214 4 5.46E+22 0.0437
1 2.38]:+22 0.0312 3 4.7811+22 0.0627
b 2.20K+22 0.0422 6 4.368+22 0.0836
7 2.12K+22 0.0542 7 4.168+22 0.1063
0 2,08K+22 0.0671 4.03E+22 0.1302
y 2.06F+22 0.0808 9 3.978+22 0.1554
10 2,06i:+22 0.0931 10 3.941+22 0.1815
11 2.08!:+22 0.1100 11 3.94E+22 0.2085
12 2.10E+22 0.1254 12 3.96E+22 0.2362
13 ' 2.13E+22 0.1413 13 3.99E+22 0.2644
14 2.16E+22 0.1575 14 4.03E+22 0.2932
If) 2.2ni:+22 0.1740 1 5 4 .0711+22 0.3223
IC. 2.241+22 0.1909 10. 4.121+22 0.3518
17 2.281:4-22 0.2080 ■' 7 4.181+22 5.3016
18 2.32F+22 0.2233 18 4.241+22 0.4117
10 2.361:4-22 0.2428 - r 4.301+22 0.4419
20 2.40 :+22 0.2805 4.361+22 ' .4723
21 2.44i:+22 0.2783 4.421+22 0.3029
31 2.86E+22 0.4610 31 5.C41+22 0.8111






N+1 ♦ (n)(c.c,/gr.) N+1 ♦ (n) (c.c./gr.)
3 1.61K+23 0.0583 3 2.11E+23 0.0761
4 1.14E+23 0.0912 4 1.46E+23 0.1168
5 9.68E+22 0.1269 5 1.221+23 0.1600
6 8.62E+22 0.1653 6 1.071+23 0.2058
7 8.04E+22 0.2055 7 9.911+22 0.2534
8 7.65K+22 0.2473 8 9.361+22 0.3025
9 7.42E+22 0.2905 0 9.011+22 0.3527
10 7.27E+22 0.3347 10 8.771+22 0.4040
11 7.18E+22 0.3797 11 8.621+22 0,4559
12 7.13E+22 0.4254 12 8.521+22 0.5084
13 7.11E+22 0,4716 13 8.461+22 0.5612
14 7.12K+22 0.5183 1/ 8.431+22 0.6144
15 7.14E+22 0.5652 8.441+22 0.6678
16 7.18E+22 0.6123 16 8.451+22 0.7212
17 7.22E+22 0.6596 17 8.481+22 0.7746
18 7.27E+22 0.7069 1 8
1
8.521+22 0.8281
19 7.33K+22 0.7543 1' 8.571+22 0.8814
20 7.39E+22 0.8017 20 8.621+22 0.9347
21 7.46E+22 0.8490 21 8.681+22 0.9878
31 8.18E+22 1.3163 31 9.371+22 1.5081





3 3.901+23 0.1411 14 1.191+23 0.8640
4 2.541+23 0.2035 15 1.181+23 0.9310
5 2.03E+23 0.2665 16 1.171+23 0.9975
ü 1.731+23 0.3309 17 1.161+23 1.0637
7 1.551+23 0.3960 18 1.161+23 1.1297
n 1.431+23 0.4620 10 1.1G1+23 1.1952
9 1.351+23 0.5284 20 1.161+23 1.2604
10 1.291+23 0.5954 21 1.161+23 1.3252
11 1.251+23 0.6624 31 1.211+23 1.9501





h^ =0 , 4 0
N+1 (n)( c.c./gr.) N+1 + .l6^^(moT^i (n}(c.c./gr.)
10 0.636 0.332 10 1.081 0.565
15 0.656 0.638 s 1.034 1.006
23 0.703 1.190 23 1.033 1.748
31 0.753 1.765 31 1.060 2.486
41 0.807 2.496 41 1.099 3.397
51 0.857 3.226 n 1.138 4.284
TABLA (4.47) 
10
T A B L A . (4.48) 
h*=0,20
N+1 ^.l5^^(moT^) [%)(c.c./gr.) N +  ^ . lôf^(mol^) (n)(c.c./gr.)
10 1.268 0.663 10 1.455 0.761
15 l.]86 1.154 15 1.358 1.321
23 1.163 1.969 23 1.429 2.420
31 1.183 2.774 31 0.049 0.115
41 1.217 3.762 41 1.649 5.098
51 1.255 4.723 51 2.170 8.169
TABLA (4.49) T A B L A , (4.50)
mo
o
























































































a) Nuestras modificaciones llevan a una variacidn de  ^
con respecto a N+1 mâs lenta de la que corresponde a 
las otras teorias.
b) Dicha variacidn puede no ser siempre en el mismo senti 
do, si los valores propios proceden de una ecuacidn - 
matricial resielta de manera exacta. En general, y obser 
vando atentamente los resultados numéricos, se aprecia 
una disminucidn de (j» al aumentar N+1, hasta llegar a - 
un valor mlnimo, que depende de h* , a partir del cual
4) aumenta al hacerlo N+1.
Este comportamiento es aplicable a todos los — 
esquemas, pero el efecto es mayor cuando los promedios - 
de las distancias intramoleculares que emplea el modelo - 
no son los correspondientes a una funcién de distribucién 
gaussiana. Asl, en el caso de los resultados de Thurston- 
-Morrison puede verse que dicho efecto s6lo se deja sen-- 
tir para valores de N+1 muy pequehos, mientras que en nues 
tras modificaciones, el mlnimo se alcanza a valores de - 
N+1 bastante mayores.
La influencia de h* es decisive, pudiéndose sena 
lar, observando los valores numéricos de frente a N+1 -
para cada teoria que, para h* muy pequenos, el mlnimo no 
existe o corresponde a un ndmero de eslabones bajo, por - 
lo que varia en el mismo sentido que N+1, practicamente 
para cualquier zona del ndmero de eslabones.
En las teorias en las que se aproxima la résolu 
cién de la ecuacién matricial a una del tipo Integro-dife 
renclal, no existen estos mlnimos para ningén h*, y  ^ - 
aumenta o disminuye, dependiendo de h*, hasta alcanzar el 
limite asintético.
c) Los * obtenidos introduciendo promedios no gaussianos 
resultan ser siempre mâs pequenos que los correspondiez 
tes a cadenas estadisticas, para los mismos valores de 
N+1 y h*. De todos los esquemas propuestos, el de Peri- 
co-Rossi es el que présenta valores menores de * , Las 
razcnes de este comportamiento se explicarân en el apar 
tado préximo. De los propuestos por nosotros, los valo 
res que se obtienen a partir de las modificaciones de 
K son a su vez menores que los logrados con Â no modi- 
ficada (sin osciladores adicionales).
Por tanto, se puede concluir que, en general, la 
resolucién exacta de la ecuacién matricial y la introduç 
cién de promedios realistas provocan grandes cambios en - 
los resultados para * y para predichos por teorias -
hidrodinâmicas.
4,5.— Modificacién de la teoria de Kirkwood-Riseman.
En el apartado anterior se ha comprobado que la 
aplicacién de la teoria de Kirkwood-Riseman llevada a ca- 
bo por Perico-Rossi proporciona unos resultados para ♦ 
bastante diferentes a los del resto de las teorias consi- 
deradas. Un anâlisis del proceso seguido por dichos auto- 
res, muestra una discordancia fundamental con respecto al 
método seguido por nosotros en la definicién del parâmetro 
de interaccién hidrodinâmica reducido. En efecto, a pesar 
de que los promedios que introducen corresponden a una ca 
dena realista no gaussiana, mantienen la misma definicién 
de A que se utilize cuando los promedios corresponden a - 
una cadena estadistica. Nosotros, por el contrario, defi-
nimos h* en funcién de a, que depende del valor realista
2
de <-r > que tenga la cadena, Usando un criterio semejan­
te, A deberia redefinirse segiîn la expresién
X sf/éTm^ba , (4.12)
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lo que debe afectar de manera considerable a los resultados 
finales de Perico-Rossi. Con objeto de aplicar la teoria - 
de Kirkwood-Riseman al modelo de cadena realista propuesto 
por nosotros para el polimetileno, construimos las matri­
ces 3 y P (definidas por Perico-Rossi), de acuerdo a las 
ecuaciones (4,8), (4.9) y (4.11), y con los promedios - 
y <R?j> , hallados en el capitulo III por métodos 
de simulacién, usando los parâmetros de la cadena expues- 
tos en (3.13), A partir de ello, y teniendo en cuenta la 
expresién (4.12), que redefine X , la (4.7) debe modifi- 
carse, resultando
"5= I  b ^ (î+ .À P )" ’-G . (4.13)
y, transformândose a su vez la (1.15), en
N+1
(n] =(6N_TrbXa/M) I vk * (4.14)
k=l
A partir de este esquema, hemos calculado ÇnJ y 
, aplicando la ecuacién (1.85), para distintos valores 
de h* (proporcional a X ), y de N+1. Los resultados se re 
sumen en las tablas (4.47) a (4.50). Las figuras (4.12) y 
(4.13) contienen las grâficas correspondientes para y 
* . Es de senalar, que, para N+l=10,23 y 41, los < R^j> 
correspondientes no fiieron evaluados en el capitulo ante­
rior, por lo que, para llegar a ellos, ha sido necesario 
aplicar métodos de interpolacién semejantes a los descri­
tos en el apartado (3.4) de dicho capitulo.
Puede observerse que el comportamiento de * fren 
te a N+1 es ahora mucho mâs coherente con el predicho por 
el resto de las teorias, a pesar de que, para un determi- 
nado valor de N+1 y h* se siguen obteniendo con este es- 
(^ema los valores de ip menores.
Sorprenden,en principle, los resultados para 












































I 0 4  -
N+1 _
ya en la zona de discontinuidades para *kk" Estas dis
continuidades son inherentes a la teoria de Kirkwood-Ri
seman y ya fueron descritas por Perico-Rossi, qnienes las
entontraron en el caso de cadenas con ndrnero de eslabones
mayor que 40 y con rotaciôn impedida prodiicida por una dd
ferencia energética entre la posicidn t y las g y g* de
0,8 Kcal./mol., a 25fiC, para un valor de X aproximadamen-
2
te igual a 0,7. À partir del valor de <r > correspondien- 
te a N+l=41, que figura en la tabla (3.19), (<r^ =65lS^) 
se llega a
a =2,34 (4,15)
Como, en el contexto seguido por nosotros, el - 
valor 0,7 es aplicable a Xa conjuntamente, este valor - 
équivale a un parâmetro
h*=(3/n)*^(0,7/2, 34) =0, 31 . (4.16)
Por tanto la zona de discontinuidades se despla— 
za en virtud de la redefiniciân de X , por lo que no es 
extrano encontrar una de ellas para h *= 0 ,30.
CAPITULO V
CALCULO DE PROPIEDADES Y COMPARACION CON RESULTADOS EXPE­
RIMENTALES
En el capitulo anterior se ha descrito la obten- 
ci<5n de valores propios a partir de nuestro formalisme, el 
cual estâ basado en la teoria de Rouse-Zimm, segân el es­
quema que expusimos en el Capitulo II, También hemos des­
crito en el capitulo anterior el câlculo de ( n) y * , con 
el ffn de comparer nuestrosresultados con los que provienen 
de otras teorias. Estas magnitudes son facilmente determi- 
nables y sirven para caracterizar convenientemente la dinâ- 
mica molecular de pollmeros en disoluciân.
En el présente capitulo se comparan los valores 
de (n)/hallados antes/con datos expérimentales, Ademâs, 
se tabulan resultados para otras propiedades, como las - 
componentes real e imaginaria del môdulo intrlnseco com- 
plejo (g *3 y [p'*3 y Gi coeficiente de difusiôn D^. Es­
te âltimo no es funciân de los valores propios, sino que 
depende directamente de los promedios intramoleculares de 
la cadena, y por tanto la ânica modificaciân teârica que 
se considéra en su câlculo es la introducciân de los pro 
medios realistas expuestos en el capitulo III,
5,1,- Comparaciân con resultados expérimentales de Cn7
Como ya se ha dicho en el capitulo anterior, hemos 
obtenido très series distintas de valores de (n) en fun- 
ci6n de h* y de N+1, mediante très diferentes modelos te6 
ricos, Estos valores de ( n) los hemos obtenido para cade­
nas de polimetileno con efecto completo de volumen exclu^ 
do, a 25*C y con N+1^51,
Para dicha sustancia y en las condiciones citadas 
hemos encontrado en la biblionrafla datos expérimentales
de diverses autores, Asl, Rossi y Perico (60) dan en forma 
grâfica resultados obtenidos en su laboratorio (61), a 70fiC 
y usando xileno y n-heptano. Sin embargo, debido a que el 
intervalo de variacidn de N+1 es en dicha grâfica mucho mâs 
amplio que el utilizado por nosotros, no es posible extraer 
de ella los puntos que interesan con suficiente garantie de 
precision. Los datos de que van a servir como compara­
cién son los aportados por Rempp (62), Jain-Dewan-Tewari 
(63), Katime (64) y Pigueruelo (65), que se resumen en las 
tablas (5.1) a (5.4).
En la figura (5.1) se muestran los valores de * 
predichos con nuestros très modelos, eligiendo para cada 
uno de ellos el parâmetro h* adecuado para el mejor ajus­
te a los puntos expérimentales representados. Estos puntos 
se han obtenido a partir de datos de las tablas (5.1) a —
(5.4) y corresponden, o bien a valores medidos directamen 
te, o bien a valores interpolados para la temperatura de 
25GC a partir de los medidos, y se resumen en la tabla -
(5.5). Para su câlculo se ha empleado la ecuacién (1.85),
2
introduciendo los <r J> correspondientes, hallados por si­
mulacién, y que se muestran en la tabla (3.19),
Puede verse que sélo es posible un buen ajuste - 
en la zona de N+1 altos, mientras que, para nâmeros de - 
eslabones bajos, los 4 expérimentales son sensiblemente 
menores que los teéricos. En cualquier caso, el modelo - 
que parece que describe mejor la conducta real es aquél 
en el que no se ha procedido a modifie ar Â,
Si se tienen en cuenta los valores teéricos, corn 
parables a los expérimentales, obtenidos con teorias que 
consideran un modelo de cadena estadistica, el ajuste en 
la zona de N+1 bajos es mejor que en el caso anterior, - 
pero al aumentar el némero de eslabones, los valores ex­
périmentales varian de manera mâs lenta a como lo hacen 






5 25 -2.03 ---
7 25 -1.61 -1.53
11 25 -0.13 -—
12 25 0.12 -—
12 20 —- .33
13 20 0.29 0.49
14 20 0.56 .79
14 30 0.59 '■.GO
15 20 0.66 0.95
15 30 0.70 — —
16 20 0.83 1.26
17 20 0.9 F 1.31
18 20 1.12 ' .52
IF 30 1.16 — —
19 20 1.28 1.63
2n 20 1.40 ' .34
21 20 1.57  ^.97
n n 20 l.(,9 2.08
23 20 1.1-2 0 n-j
24 20 1.9Ô 2.34
25 20 2. OF r\55
26 20 2.66
27 20 2.34 2.79
27 30 2.40 --




t a b l a  (5.1) 































para polimetileno en benceno.
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19 0,960 1 .227
?.o 0.996 1.2'9,
21 1.043 1 .38,
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En la misma figura se encuentran también represen 
tados los valores te6 ricos obtenidos con la teoria de Pe- 
rico-Rossi. Puede apreciarse que dicha teoria ajusta a los 
dates expérimentales de manera parecida como le hacen las 
huestras, aunque con un h* sensiblemente mâs alto.
La râpida variacidn de y * con N+1 *para cade 
nas de peso molecular muy bajo puede explicarse en funcidn 
del efecto del disolvente sobre la cadena. En efecto, c u %  
do el tamano molecular del disolvente es comparable al <îel 
soluto, deja de tener sentido la aproximacidn de medio - 
continue que se atribuye a aquél en todas las teorias hi- 
drodinémicas estudiadas hasta aqui. Por tante, en estes ca 
SOS el comportamiente de la disolucidn obedecerâ a otras 
leyes. Un ejemplo claro de ésto le tenemos en la existen- 
cia experimental de ndmeros limite de viscosidad negati­
ves, para Valores de N+1 peqnenos, del q^ ae ninguna de di- 
chas teorias puede dar cuenta.
Con el fin de describir de manera semiempirica - 
este efecto, hemos construido dos métodos simplistes de - 
correccidn de dates expérimentales, que pueden considérât 
se como primeras aproximaciones a la interaccidn real en­
tre disolvente y soluto. Ambos suponen que la importancia 
del tamaflo molecular discrete del disolvente se puede re­
présentât median te un término corrector que se arlade al nd 
mero limite de viscosidad, de la manera siguiente
real “ (^^exper.^^disolv. ' (5.1)
d6nde real ndmero limite de viscosidad corregido,
es decir el correspondiente a un disolvente que se compor
tase como continuo, InA ____ el valor medido y a.. ,'  ^exper. disolv.
es el término corrector, dependiente unicamente del disol­
vente.
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À partir de los dates expérimentales se détermina
que
®benœno-®Cl^C = °'41 (c.c./gr.) , (5 .2)
ya que las curvas correspondientes a estes dos disolventes, 
se comportan en una parte considerable del intervalo de N+1 
guardando una separacién constante, correspondiente a una 
diferencia para los (n) respectives de 0,41 (c.c./gr.) (fi 
gura 5.3) y suponemos que esta separacién se debe exclusi- 
Vamente al efecto que estâmes describiendo, despreciando 
otras posibles contribuciones.
El problems consiste ahora en determiner cada una 
de las dos constantes, , por separado. Los dos mé
todos de correccidn que proponemos se diferencian en la - 
forma de llevar a cabo esta detenninaciôn. En el primer - 
método suponemos que el valor de la constante para cada - 
disolvente coincide con el extrapolado a N+1=0 a partir - 
de la recta que describe el comportamiento lineal de 
frente a N+1 en la zona de pesos moleculares en la que se 
observa este comportamiento lineal (N+1 no muy bajos).
De los datos expérimentales se obtiene que
*01,0 = l(c.c./gr.); ab2ncencrl'41(c-c-/9r-)' <5.3)
En el segundo método se supone que las constantes &aisolv 
son proporcionales al tamafio del disolvente, exprès ado 
dimensionalmente de manera semejante a (nj/ segdn la rela 
ci6n
^disolv:^te.(s3/M) . (5.4)
Siendo M el peso molecular del disolvente y S el radio - 
de giro de sus molécules. Los dos disolventes aqui consi 
derados, benceno y tetracloruro de carbone, son de estruc 




















G oincid ir S con la  d is tancia  entre e l centio  de la  molécu 
la  y e l punto mâs le jano crue esté cornnre  ^dido dentro de la  
estera d e fin id a  por e l radio de Vaii der Waals corresnon- 
diente a uno de los étomos extre: 'Os. A sl, para e l benceno
^ e n c e n o = '1 V ç  + '^-CH= 4  ^ ' 3 9 + 2 , 0 0 = 3 , 2 0  s  , ( 5 . 5 )
dénde d es la  lonqitud del enlace entre dos carbonos
C . T Ç
contignos en e l a n il lo  aromético y R e i rad io  de Van -  
der Waals del grupo -CH.
Para e l Cl^C
= 1 ,77+1 ,bO-3,57X , (5.6)
de ^2 1  ^ longitud del enlace C-Cl y R es el rad io  -
de Van der laals para un étomo de c lo ro .
Entonces
S? s3
Jbenceno _ = 0,126.10~^ (c .c .ia o l/g r . ) . ( 5 . 7 )
benceno Cl^C
U tilisan do  ( 5 . 2 ) ,  (5.4)  y ( 5 . 7 ) ,  se obtiene que
Kte. =0 ,41 /0 , 126.10*^=3, 25.10^^(mol*^) , (5.8)
y p articu larizand o  (5.4)  para cada disolvo.-nte, se lle g a  a 
que
^benceno^l'37( c .c . /g r . )  ; c T ^ ' ^ ^ ^ ^ . c . / g r . ) , ( 5 , 9 )
re s u lt ado serüe j ante a l expresado en(5 .3 ) ,  ya (que los ra­
dios de Van der Waals empleados, p e sentan un margen de 
erro r no in fe r io r  a l 5%.
En la  fig u ra  (5.4) se muestran los corresncn- 
dientes a \  4 j^eal a. N+1, seriun lo. ; valores para —
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exper benceno, que siquen una conducts, mâs regular,
y las curvas te6ricas de valores para nuestros tres esque 
mas que mejor se ajustan a ellos, Dichos <|> obtenidos desde 
valores expérimentales se recoqen en la tabla (5.6),
En la figura (5.5) se representan los mismos pun 
tos corregidos y las curvas correspondientes a valores de 
* predichos por otras teorias, que consideran un modèle 
de cadena estadlstica, que mejor se ajustan a ellos. Es - 
de senalar que, para los puntos corregidos representados, 
el valor de h* con el que se obtendrlan resultados te6ri- 
cos de Perico-Rossi ajustables a ellos, séria muy superior 
a 0,40, valor mâximo de h* aqui considerado,
Como puede verse, los valores teâricos que mejor 
se ajustan a los valores de obtenidos desde real' 
son los correspondientes a nuestros esquernas, especial- 
mente los que incluyen la matriz modificada (Â)^^^
Como resumen, se pueden sacar las siguientes con
clusiones
1) Los datos expérimentales son muy diflciles de ajustar 
a N+1 pequenos por cualnuier teoria, debido a la pre- 
sencia de un disolvente de tamano semeiante al propio 
soluto,
2) Los intentos de corregir estos datos de manera que s6- 
lo muestren la aportaciân del soluto a la propiedad/dan 
comportamientos de  ^ trente a N+1 cuya variaciân queda 
mejor descrita por los resultados de nuestra teoria que 
por los resultados de las otras teorias anteriores,
5.2.- Câlculo teârico del mâdulo intrlnseco complejo.
Una propiedad hidrodinâmica estrechamente relacio 
nada con los valores propios résultantes de la ecuaciôn — 
de difusiân es el mâdulo intrlnseco comnlejo. Estâ défini 
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cularse a partir de las expresiones (1.57) a (1.59),
Mediante los valores propios correspondientes a 
la resolucidn exacta de la ecuacidn matriciel de difusidn 
(segdn los tres esquemas propuestos por nosotros), hemos 
tabulado y trente a la frecuer.cia reducida
para oligdmeros de N+l=51 y valores de h* de 0,1 y 0,2%
La frecuencia reducida depende del tiempo de relajacidn 
mayor de la cadena. Los resultados se muestran en las - 
tablas (5.7) a (5.12) y se visualizan en las figuras - 
(5,8) a (5.13). En las figuras (5.6) y (5.7) se represen 
tan igualmente los valores que hemos obtenido resolvien- 
do la ecuacidn de difusidn para cadenas estadisticas de 
ese mismo ndmero de eslabones, es decir, obtenidos uti- 
lizando los valores propios de las tablas (4.2) y (4.3), 
hallados por el procedimiento de Thurston-Morrison. Es­
tos y coinciden con los calculados por Lodge-
-Wu (35) aplicando el mismo procedimiento.
5.3.- câlculo del coeficiente de difusidn,
El coeficiente de difusiân (Dt) es una propie­
dad de transporte que describe la translaciân de un so­
luto en el seno de su disolvente. Kirkwood (3 y4)propuso, 
para el câlculo de coeficientes de difusiân de pollmeros
en disoluciân, la expresiân
N+1 N+1 _i
KT/D. =Nf |l+ (f/6irn N) 1 ! < « . . >  , (5.10)
^ if] ■'
que, aplicando la ecuaciân (2.5) que relaciona f/n^ con
h*a, para transformarla a la notaciân usada en las otras
propiedades, queda en la forma
r r "|N+i N+1
KT/b^n_=(12%3)%Nh**bJl+ (%/3)^h*ab/Ü î î (5.11)t o  ^ L j y
Se puede observer que en esta ecuaciôn no se - 
incluyen los valores propios de la ecuaciân de difusiân, 
Sin embargo, los resultados que se obtienen para pue
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kR (Gd
1.11E-U2 1.961-C l 1 , i] 1.1 3 ’ -( : 2 .340-01
1.581>01 2.74E -02 3.09E-01 1.5"'-0] 2.801-02 3.691-01
2 .51 }>01 6 .6 8 i:-ü 2 4.0111-01 2.51'-0] i t , 8 01 ',— 0 2 5.76E -01
3.98K-01 1.5511-01 7 .3 0 ^ -0 1 3 .^ "1 -0 1 1 .581-01 R.82E-01
6.31K -01 3.31F-Ü1 1.06r+()0 0.311-01 3 .380-01 1.30E+00
i.ooi:+{)ü 6.1111-01 1.451+00 1.001+00 0 .300 -01 1.831+00
i.5P.i:+o() 9 .75E -J1 1.90E+00 1 .5 ‘-.'-+n 1.020+00 2.500+00
2.51E+00 1.4211+00 2.50E+00 2 .5 1 '+ 0 0 1.520+00 3.420+00
3.98P+00 2.0111+00 3.29E+00 3.921+01 2.220+10 4.710+00
6.31E+00 2.0011+00 4.341+00 6.311+00 3.240+00 6.501+00
l.OOE+01 3.R8F+00 5.70E+0n i.o o r + m 4.810+00 8.950+00
1.5811401 5.3711+On 7.451+00 , .I'-’+OJ 7.291-1- :0 1.220+01
2.51E+01 7 .45r+ i)0 <).C4n+)o 3. or+01 1 .1 3 0 + r i 1.600+01
3 .9  01+01 1.040+01 1.23E+01 3.921+03 1.700+01 1.990+01
6.311’+01 1.45E+01 1 .52E+01 0.311+01 2.640+11 2.190+01
l.OOE+02 2.02K+01 . 1.791+11 l.OnE+02 3.561+01 2.040+01
1.58E+02 2.7411+01 1.94E+01 1.58E+02 4.270+01 1.620+01
2.51E+02 3.53E+01 1.R6E+01 2.511+02 4 . G7 0+01 1.14E+01
3.98i:+02 4.19E+01 1.541+01 3.0  0 :+ ):: 4.860+11 7.560+00
6 .31E t02 4 .C 21+0I 1.13E+01 r . 311 + 02 4.940+01 4.370+00
T&BLA ( 5 . 7 ) T.vBLA (5.8)
h* = 0 ,1 0 ;  i s  M o d i f i c a c i 6 n h * = 0 , 2 0 ; M o d i f i c a c i 6 n .
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*R (G ^l {0'>) .........■ »  i
( g j^)
I . 00]-01 l.lO E-02 1.78E-U1 1.001-01 l. l lE -0 2 1.95E-01
1.58E-U1 2.72E-02 2.79E-01 1.501-01 2.7CE-02 3.07E-01
2.51E-01 6.63E-02 4.34E-G1 2.53E-01 6.71E-02 4.78E-01
3.9CE-01 1.541-01 6.56E-01 3.90]-01 1.56E-01 7.26E-01
6.310-01 3.28E-0] 9.42E-01 6 .3 ]!-01 3.32E-01 1.05E+00
1.001+00 6.04E-01 1.26E+00 1 .oor+Mo 6.16E-Ü1 1.44F+00
1.581+00 9.57E-01 1.611+00 1.501+10 9.84E-C1 1.88E+00
511+00 1.381+00 2.041+00 • 2.510+00 1.44E+no 2.46E+00
3.981+00 1.92E+00 2.591+00 3. '181 +  .'0 2.03F+00 3.22E+00
6.311+00 2.62E+00 3.26E+00 6.310+00 2.83E+0G 4.20E+00
1.001+01 3.531+00 4.081+00 1.001+0] 3.901+00 5.45E+00
1.581+01 4.671+00 5.06E+00 1.560+ul 5 .34E+)0 7.04E+00
11.511+01 6.121+ U 6.221+ " .:6! '+  n. 7.20'^ ' 9.02F+00
3.981+01 7.921+00 7 .5 6 E + ; 3, 1 ; i -!• '] 9.921+0 1.14F+Q1
6.31E+01 1.011+01 9.121+00 6.31: + '] 1.36E+ I i .  421+01
1.001+02 1.291+01 1.09E+01 I. 00’+0 2 1.87E+U1 1.71E+01
1.581+02 1.641+01 1.2R1+J1 1.500+'2 2.551+:,] 1..11+01
2.511+02 2.07F+O1 1.48E+0] 2.51’+12 3.35E+ni 1.91E+01
3.981+02 2.621+01 1.641+01 3 .5 8]+12 4.07E+01 1.63E+01
6.311+02 3.26]+'M 1.691+01 6. 3]’+0 2 4.551+01 1.22E+01
TABLA (5,9) TABLA (5.10)
h*=0.10; 2^ Modificacl6n h*=0.20; 2* Modificaci6n
I o 6
[Gâ) (Gg) “ r (G^) ( g^
l.OOF-01 3.09E-02 1.65E-01 1.000-01 3.100-02 1.760-01
1.58E-01 2.70E-02 2.60E-01 1.580-01 2.72E-02 2.770-01
2.5LE-01 6.56E-02 4.03E-01 2.510-01 6.620-02 4.300-01
3.9RE-01 1.52E-01 6.07E-Ü1 3.900-01 1.54E-Û1 6.500-01
C.31E-Ü1 3.23E-01 8.65E-01 6.310-01 3.270-01 9.330-01
l.OOE+00 5.93E-Ü1 1.14E+00 I.OOh+oQ 6.02E-01 1.25E+00
1.58E+00 9.33E-01 1.43E+00 1.501+00 9.530-01 1.59E+00
2.51K+00 1.33E+00 1.76E+00 2.53.E+00 1.37E+0'0 2.01E+00
3.98E+00 1.82E+00 2.171+00 3.98A+00 1.90E+00 2.540+00
6.31E+00 2.44E+00 2.65E+00 6.310+00 2.57E+00 3.190+00
l.OOE+01 3.19E+30 3.22E+00 1.001+11 3.420+00 4.000+00
1.53E+01 4.111+1)0 3.870+00 1.5''-+, A /: .480+50 5. 01.0+00
511+01 5.21E+H) ■ 4.641+00 2.51 + 1 5.811+90 6.260+00
3.9ÜE+01 6.52I+OU 5.541+00 3.980+)] 7.490+60 7.830+00
6.311+01 8.09F+00 6.62E+10 6.311+01 9.660+00 9.810+00
i.om+02 9.971+00 7.910+00 1.001+02 1.260+0] 1.220+01
1.58i:+)2 1.220+01 9.471+00 1.5": + r 1.660+51 1.500+01
2.510+12 1.510+01 1.131+01 2.230+01 1.770+01
3.9C1+I2 1.871+01 1.33E+01 3.981+02 2.960+01 1.900+01
6.3lr+J2 2.34E+01 1.53E+01 6.310+02 3.730+01 1.770+01
TABLA (5.11) 
h* =0 ,10; 3* Modificaci6n
TABIJ^ (5.12) 
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den servir como orientaciôn sobre la influencia que la con 
sideraciôn de cadenas realistas tiene sobre el comportamien 
to hidrodinâmico ya que depende muy directamente de .
En las tablas (5.13) a (5.15) se recogen los valo
res de KT/D^Hq frente a N+1 para h*=0,135; 0,18 y 0,225* cal
culados por nosotros a partir de los promedios <R1^> y de ca 
da a (que es funciôn de <r^>), correspondiente al N+1 consi­
derado en cada caso. La figura (5.1#) muestra la représenta
ciôn grâfica de las curvas teoricas que incluyen dichos pun 
tos y su comparaciôn con el comportamiento descrito por da­
tos expérimentales de polimetileno en benceno y Cl^C aporta
dos por diversos autores (66) (67) (68) (63).
Podemos comparar estos ajustes de curvas a resul­
tados expérimentales con los efectuados por Paul y Mazo (70) 
Estos autores emplean la ecuaciôn (5.10) e introducen en ella 
los promedios ^> correspondientes a una cadena en la que 
se supone una diferencia energética entre la configuraciôn t 
y las g y g' de 0,7 5 Kcal./mol, con volumen excluîdo, sin te 
ner en cuenta a. Se compruéba que ambos tipos de ajuste son 
igualmente satisfactorios, diferenciândose unicamente en el 
valor de h* que cada uno considéra ôptimo. Asi Paul-Mazo pro 
ponenun h* de 0,49, mientras que la zona de ajuste para no­
sotros se cuencuentra alrededor de h*=0,20. Esta discrepan- 
cia se explica porque en nuestro formalismo se introducen - 
las dimensiones realistas del soluto, no solo a través de -
los sino tanb ien a través de a, que no figura dentro
del formalismo de Paul-Mazo. Esta es la causa de que el va­
lor del mejor ajuste para h* que estos autores proponen sea 
muy diferente a los valores que se utilizan al estudiar 
otras propiedades, como el numéro limite de viscosidad.
Por ultimo, se debe hacer constar que la ecua. 








































serle de imperfecciones teôricas, que han sido profusamen. 
te expuestas y discutidas por varios autores (31), (71) y 
(72). En cualquier caso, su aplicacién a la descripcidn de 
comportamientos expérimentales de trente a N+1 es, se- 
gün se ha podido ver aqui, suficientemente satisfactoria.
GAPITULO VI
DISCUSION
6.1,- Dlscusi6n general del escfuema te6rlco propuesto.
En el presente trabajo se ha modificado el esque 
ma teérico de Rouse-Zimm con el fin de aplicarlo al estu- 
dio de la dinâmica de cadenas de peso molecular bajo, en 
disolucién. Para ello ha sido necesario introducir una — 
serie de cambios en la teoria, c one re tamen te en la descrip 
ci6n del potencial intramolecular y de la interaccidn hi­
drodinâmica entre eslabones.
De esta manera han surgidos tres clases de modi- 
ficaciones distintas, segdn se vi6 en el capitulo II. To­
das ellas tienen en comân el asimilar los segmentos esta- 
disticos propuestos por Rouse-Zimm a los enlaces reales de 
la cadena y por tanto incorporar la estructura de ésta a 
los câlculos mediante la detallada descripciân de su geo- 
metria y energética,
El primer inconveniente que surge desde este pun 
to de partida es que los eslabones se identifican ahora 
con las unidades repetitivas y por tanto su tamano no pue 
de considerarse como lo suficientemente grande en relacidn 
con el de las moléculas de disolvente, para que âste actde 
como un medio continuo, lo que es una de las condiciones 
bâsicas en el tratamiento tedrico general de la hidrodinâ 
mica de disoluciones poliméricas. Este inconveniente de­
be ser uno de los principales causantes de las divergen­
cies que surgen entre el comportamiento tedrico predicho 
por los esquemas construidos y el comportamiento real. - 
observado experimentalmente, Sin embargo, el evitarlo es 
muy problemâtico puesto que para ello séria preciso éla­
borer una teoria que estableciera de manera rigurosa las 
posibles interacciones entre el disolvente y el soluto.
- 192 -
Un esquema alternative al propuesto, es el que - 
résulta de considérer los olig6meros divididos en subele- 
mentos de cadena, compuestos por varios grupos monoméricos, 
de manera que cada uno de estos subelementos pueda asimi- 
larse a un ”segmente estadistico”, que une dos eslabones 
consécutives, en la terminologie de Rouse-Zimm. Un buen - 
subelemento de este tipo, de manera que el tamafio de una - 
molécule de disolvente pueda considerarse en comparaciôn 
con él como puntual, estarâ compuesto por unos 20 grupos 
-CH2 al menos.
Asi, una molécule de 51 grupos répétitives (n+l= 
=51), se subdivide en tres eslabones (N+l=3), de manera - 
que, numerando previamente la cadena de extreme a extreme 
el primer eslabén esté situado en el carbone 1, el segun­
do en el carbone 26 y el tercero en el carbone 51,
Segdn ésto se define, utilizando los promedios - 
de las tablas (3.15) y (3.18)
=25;N+1=51=382(S) ^ *b^q=19,54S. (6.1)
=51,N+1.51=0'0409(#-1, (6.2)' l-j|=2
f eq,
dénde el subindice eq. signifies que la magnitud que lo 
ostenta esté referida a los eslabones en los que se ha di 
vidido artificialmente la cadena y no a las unidades repe 
titivas reales.
En este caso H y ( Â ) s e  definen como
Hr




















(o'=l, debido a que la introduccién del oscilador entre - 
los eslabones 1 y 3 a través de pretende dar cuenta de 
las dimensiones médias reales de la cadena),
Con estos datos y aplicando las expresiones (2.25) 
y (1.85), se obtienen resultados teéricos para y * en 
funcién de h*, que se resumen en la tabla (6.1),
Si se aplica una subdivision semejante a una ca­
dena de n+l=31, se pueden asignar los siguientes valores 
para las distancias intramoleculares, a partir de los da­
tos aportados por las tablas (3.14) y (3.17)
^-j|=15;N+l=3l)^=13'56% ' (6.8)







0.10 ] .656 3.626 0.963
0.12 1.608 4.435 1 .178
0.15 1 .740 5.713 1.518
0.17 1.775 6.609 ' .756
0.20 1.033 8.026 :'.132
0.25 1.938 10.60 2.817
0.30 2.055 13 . 5: 3.585




0.10 1.759 2.204 0.940
0..12 1.701 2.694 1.149
0.15 1.842 3.463 1.477
0.17 1.878 4.000 ] .706
0.20 1.934 4.847 2.060
0.25 2.036 6.379 1 .721
0.30 2.151 8.084 3.440











can lo que, sigulendo el mismo procedimiento, se llega a 
los resultados para (n) y ♦ recogidos en la tabla (6 .2) •
Las cadenas de n+1 mâs pequefïos se deben subdivi 
dir en tan s6 lo dos eslabones, en cuyo caso





♦ = (3-)*^  N^h*/f Xj(h*)] . (6.13)
En la tabla (6.3) se muestran los distintos valo 
res de ♦ trente a h* aplicables a cualquier cadena en la 
que se haya realizado la subdivisl6n citada (N+l=2). Por 
tante, al aumentar el nümero de grupos reales, si se si- 
guen considerando dos eslabones, permenece inalterado. 
El aumento del niSraero de eslabones, es decir el paso de 
(N+1)=2 a (N+1)=3 debe realizarse en la cadena con un - 
n+1 tal que
)N+l=2 (+)N+l=3 (6.14)
para el valor de h* deseado.
Como, segün se desprende de comparer las tablas 
(6.1), (6.2) y (6.3), un aumento de n+1, para N+l=3, pro- 
voca un aumento del valor de 4 , y los * para N+l=2 son 
mayores que lûs cerrespendientes a N+l=3;n+l=5l, se pue- 
de concluir que el n+1 6ptimo que cumpla la ecuaci&n -
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(6,14) debe ser mayor que 51, Adernâs, este esquema predi^ 
ce un valor astable de * para n+1 muy bajos y un aumento 
con el peso molecular a partir de un cierto valor de n+1, 
comportamiento totalmente opuesto al experimental, expues 
to en el capitule V, Por tante la aplicaciôn de segmentes 
estadlstices cempuestes per varias unidades repetitivas al 
estudie de la hidredin&mica de elig6meres se révéla menes 
adecuada, en erden a ebtener resnltades semejantes a les 
expérimentales, que les esquemas prepuestes en el capitu­
le II de este trabaje.
Cen respecte al propie ferma]isrne eriyinal de - 
Reuse-Zimm es de senalar que su justificaci6n cenceptual 
ne esté muy clara (73), a pesar de que el ajuste de sus 
resultades a la experiencia, para pellmeros de alte pese 
melecular, es satisfacterie. Debido a éste han surgide — 
etras teerlas que tratan de apertar nuevas bases para un 
planteamiente més cerrecte del preblema,
Asl, Kirkweed f74), incerperd a la teerla ini- 
cial de Kirkweed-Rlseman ( B ) la descripci6n de la dinâ- 
mica de la melécula, a través de una fuerza termedinémi- 
ca de difusiôn de la ferma
-KT3,ln4,/a%. , (6.15)
que,, cerne ya se ha viste, puede representar al mevimien- 
te Brewniane del eslabén, cen le que es pesible plantear 
una ecuacién que rija la dinémica melecular, ceme
-?j-3U/3$j-KT3lnij(/aRj=e , (6.16)
siende U un petencial intramelecular genérice.
La ecuaci6n (6,16) dériva de la ecuaciôn de Lan 
gevin, vélida para describir la dinémica de cualquier -
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partîcula que esté sometida a un movimiento Browniano (20)^  
Le ecuacién de Langevin es
du.
m =-fUj+Pej+Aj ((t) , (6.17)
donde Uj es la velocidad de la particulal ïe^ la resultan 
te de las fuerzas externas ejercidas sobre eila, y Âj(t) 
es un término que describe las fuerzas fluctuantes carac- 
terlsticas del movimiento Browniano. En efecto, basta des 
preciar el primer miembro (que représenta la inercia de - 
la particula) y suponer que el término fluctuante se puede 
sustituir por una fuerza de difusién como la descrita en 
la ecuacién (6.15) para pasar de (6.17) a (6.16).
En los éltimos tiempos se ha insistido sobre la 
utilizacién de estas ecuaciones més générales. Asi Znranzig 
(74) ha empleado la expresién (6.17), pero ha encontrado 
dificultades en la introduccién del tensor de difusién en 
este contexte. En una llnea semejante Bixon (75) ha par- 
tido de la ecuacién de Fokker-Planck y ha podido obtener 
una expresién para niSmeros limite de viscosidad vélida 
para pollmeros clclicos, empleando el método de respues- 
ta lineal. Posteriormente Zwanzig (36) ha generalizado - 
este teoria. Es de sefialar que la descripcién de la diné- 
mica molecular aparece aqiii en funcién de dos matrices, 
una de las cuales contiene a las fuerzas entre eslabones 
y es calculable, si se conoce la correlacién estadistica 
entre los segmentes que los unen, mientras que la otra 
depende del tiempo y représenta un término de inercia. Si 
la correlacién entre segmentes es la propia de una cadena 
gaussiana, se llega a las ecuaciones de Rouse-Zimm sin ha 
ter supuesto previamente segmentes estadlstices. Este pue 
de indicar que los osciladores y las constantes de fuerza 
que se suponen en dicha teoria son adecuadas para descri­
bir el movimiento molecular del polimero. Asimismo, se de 
muestra que tante el despreciar el término de inercia, co
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mo el promediar previamente el tensor de Oseen, no supo- 
ne més que despreciar términos correctives de segundo - 
orden.
Este método ademâs, por su gran generalidad, se 
puede aplicar no s6lo a modelos de difusién del tipo de 
Kirkwood, sine también a modelos o stocésticos, como el — 
propuesto por Stockmayer, Gobush, Ghlkahisa y Carpenter 
(76), ya que en él no es imprescindible la definicén de - 
un tensor analitico.
De manera semejante estén surgiendo ultimamente 
nuevas teorias dinémicas (77)(7Q) (79), que proporcionan 
diferentes puntos de vista sobre estos problèmes.
Otras teorias recientes (80) (81) tratan de expli
car el fenémeno de la viscosidad interna, que fue incorpo 
rada a la dinémica molecular por Kuhn (82) y Cerf (83) pa 
ra ajuster el comportamiento del polimero cuando la fuer­
za oscilatoria a la que se somete la disolucién es de - 
frecuencia muy alta, en cuyo caso no se obtiene la conduc 
ta prevista por la teoria de Rouse-Zimm,
Este problème es tan sélo colateral con los que 
se han expuesto en este trabajo, por lo que sélo se men- 
ciona aqui a titulo de resena.
Por otra parte, y analizando los aspectos mate- 
métJ.cos de la teoria de Rouse-Zimm, se puede decir que - 
incluye, como ya se puntualizé en el capitule I, très apro 
ximaciones que son étiles en orden a simplificar los câl- 
culos.
Dos de ellas, la introduccién de promedios de - 
distancias intramoleculares correspondientes a funciones 
de distribucién de naturaleza gaussiana, y el considerar
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que el niSmero de eslabones es suficientemente grande como 
para aproximar la ecuacién matriciel de difusién a una ecua 
cién integro—diferencial, son superadas dentro de nuestros 
esquemas aqui propuestos. Sin embargo la tercera, que con 
siste en el promedio previo a los câlculos del tensor de 
difusién Î5, esté présente también en dichos esquemas. Por 
tanto, es conveniente tener una idea aproximada de la in- 
fluencia de la citada aproximacién sobre los resultados fi 
nales. Como nuestro modelo de cadenas cortas postula que 
éstas tienen longitud de enlace (1) y éngulo de enlace (0) 
fijos, el promedio se aplica a los términos que relacio- 
nan eslabones separados por més de dos intermedios a lo - 
largo de la cadena.
En este contexte, hemos procedido al célculo de
— 1la suma de los inversos de los valores propios, 
(proporcional à (n)), para una cadena de polimetileno de 
4 unidades repetitivas o eslabones (o sea, una molécula 
de butano), definida mediante los promedios expresados - 
en (3.13) considerando la matriz de difusién promediada 
con respecte a los très isémeros rotacionales g, g* y t, 
y hemos comparado el resultado con el que se obtiene de 
promediar los valores de dicha suma calculados para ca- 
da configuracién por separado. Estos resultados se reco- 
gen en la tabla (6.4), dénde puede comprobarse que el - 
promedio previo no représenta fuente de error apreciable.
Es légico pensar que para N+1 mayores las dis­
crepancies debidas a esta aproximacién se harén més pe- 
quehas, ya que la configuracién més probable y la confi­
guracién media convergen al aumentar el ndmero de eslabo­
nes. Concretamente Pyun (84) ha demostrado que aplicando 
el método de Pyun-Fixman, que évita el promedio previo - 
del tensor de difusién mediante un célculo de perturba- 
ciones, en el caso de un resorte eléstico en el que N+l=2 







0.0!) 2.5684 2.5684 2.5610 2.5642 2.5644
oJlO 2.6428 2.6420 2.6277 2.6344 2.6346
0.20 2.8135 2.8135 2.'7821 2.7963 2.7963
0.30 3.0249 3.0249 2.9755 2.9981 2.9976
0.40 3.3005 3.3005 3.2306 3.2626 3.2612
TABLA (6.4)
que se obtiene promediando previamente, y, como ya se vi6 
para N+», el valor limite de «j» hall ado por Pyun-Fixman s6 
lo se diferencia del obtenido por Zimm en un 5,6%.
Nuestro esquema, en el que N+l=2 corresponde a — 
dos grupos reales situados a los extremos de un enlace de 
longitud fija (1), es basicamente distinto al considerado 
por Pyun, y el método de Pyun-Fixman es en si mismo tan - 
s6lo una aproximacién, pero el hecho mencionado puede to— 
marse como orientacién significative.
Es posible que la razén por la cual el resulta­
do para un resorte eléstico, calculado por Pyun, sea més 
sensible que el correspondiente al butano, que aqui cal­
culâmes, a la aproximacién de promedio previo de flf de
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error para el resorte y error muy pequeno para el butano) 
resida en la naturaleza de la distribucién de configura- 
ciones. Para el resorte eléstico hay un continuo de confi 
guraciones posibles, mientras que, para el butano, sélo - 
hay configuraciones discrètes (isémeros rotacionales).
6.2.- Discusién de resultados
En el capitule IV se obtuvieron distintos valo­
res propios de la ecuacién de difusién y resultados para 
tn) y ♦ a partir de los esquemas teéricos propuestos por 
nosotros, y de otros también derivados de los formalismes 
de Rouse-Zimm o de Kirkwood-Riseman.
La influencia de la eleccién de cada teoria y - 
de cada valor de h* con respecte a cada valor propio es 
bastante compleja. En general, puede decirse que con las 
teorias que dan cuenta con més detalle de la geometrla - 
real de la cadena, se obtienen valores propios menores, 
siendo este efecto més acusado en los^més pequenos, cuyos 
inverses tienen mayor influencia en ^ ( p r o p o r c i o n a l  
a (n)}. Una excepcién a este hecho es el caso de la com- 
paracién entre los valores propios de una cadena estadis­
tica (método de Thurston-Morrison) y los que resultan de 
introducir en R los promedios reclprocos de distancias - 
intramoleculares reales, sin modificar Â, ya que el com­
portamiento en este caso es justamente el inverso al des
N
cri to, de manera que los valores de  ^ mayores correj 
ponden a la cadena estadistica, para un mismo h*.
La variacién con h*, dentro de una misma teoria, 
es més complicada, pudiéndose decir que, en la mayorla - 
de los casos, los més pequehos, aumentan al aumentar 
h*, mientras que los mayores disminuyen. La suma de inver 
SOS suele disminuir al aumentar h*^^sta alcanzar un mlni- 
mo a partir del cual comienza a aumentar.
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Con respecto a (n) y 4» debe hacerse constar que 
en todos los casos aumentan para valores de h* crecientes.
es siempre creciente para pesos molecnlares sucesiva- 
mente més altos, debido a la gran influencia que en su cél­
culo juegan las dimensiones totales de la cadena, existien 
do zonas de N+1 bastante bajas, en las que el exponents de 
la ecuacién emplrica (1.2) es mayor que 1, hecho también 
observado experimentalmente,
El comportamiento de * con respecto a N+1 es més 
ambiguo y fué discutido en el capitule IV. Es de sefialar 
aqui, que cuando se pasa de oligémeros a cadenas con pesos 
moleculares bastante altos, la conducta de * debe estar de 
acuerdo con la predicha por Osaki (22), y comprobada de - 
acuerdo a los resultados para N+1>200 hallados por Lodge 
y Wu (35), en el sentido de que todos los * correspondien 
tes a distintos h* , deben tender, cuando N+1-»^, a un éni 
co valor asintético independiente de h^ y de N+1. No obs­
tante, en el rango de valores de N+1 bajos, aqui conside­
rado, esta tendencia no puede ponerse aén de manifiesto,
Àdemés, se observa que las modificaciones de Â 
tendantes a aproximar e l modelo de osciladores a la  ca­
dena re a l, producen una disminucién de la  in flu e n c ia  de 
N+1 sobre f, de manera que las variaciones de con N+1 
se hacen més lentas y, por tan to , e l l im ite  as in té tic o  -  
debe de encontrarse, en estos modelos, para némeros de -  
eslabones més a ltos que los nue postulan cadenas es tad is - 
t ic a s . Efecto équivalente se consigne mediante la  in tro ­
duccién de todos los promedios de d istancias intram ole— 
eulares reales de la  cadena, en e l formalisme de Kirkwood 
-Riseman. Todo ésto puede exp licarse teniendo en cuenta 
que e l esquema in ic ia l  de Rouse-Zimm es vé lido  para es­
labones compuestos por muchas unidades re p e titiv a s , por 
lo  que, a l a o lic a r un esquema adecrado a una cadena -  
re a l de un c ie r to  némero de eslabones, coincidentes con 
las propias unidades re p e tit iv a s , e l resultado debe co-
- 203 -
rresponder o parecerse al de una cadena équivalente de - 
Zimm con N+1 mâs bajo.
Con respecto a la comparacién de los valores de 
y * a los datos expérimentales, es necesario hacer - 
constar que, como ya se discutié en el capltulo V, el ta- 
mano no despreciable del disolvente trente al de los oli­
gémeros que se consideran como soluto , es de una importai! 
cia capital a la hora de analizar los ajustes. Los métodos 
empiricos propuestos para incluir en la teoria este hecho 
no son, realmente, mâs que una primera aproximacién pero 
dan cierta orientacién acerca del comportamiento espera- 
do para dichas magnitudes correspondientes a una cadena, 
en el seno de un disolvente asimilable a un medio conti­
nuo. En efecto, si desde cada hallado se calcula
mediante la expresién (1.85), puede verse que esta - 
magnitud disminuye cuando el némero de eslabones aumenta 
para N+1 pequefïos, segén se muestra en la tabla (5.6), - 
hecho previsto teoricamente por los esquemas aqui utili- 
zados, y que no puede ser explicado a través de las teo­
rias que utilizan modelos de cadena estadistica, segén - 
se aprecia en las figuras (5.4) y (5.5).
Es de destacar que, debido a que las cadenas - 
consideradas poseen un numéro de eslabones no muy gran­
de, el hecho de que el efecto de volurnen excluido es, - 
en general, funcién del disolvente, no debe ser causan­
te de grandes divergencies en las medidas que se reali- 
cen para el mismo oligémero en d is tin to s  disolventes. Se 
gun se vié en el capitule IV, las interacciones de érde- 
nes superiores al segundo, no renresentan respecto al - 
célculo de las dimensiones reales de las cadenas més que 
una aportacién del 10%, en el caso més desfavorable de - 
los considerados, que corresponde a N+l:+51. Por tanto, y 
a la hora de calculer propiedades teoricamente, el consj. 
derar un lînico efecto de volumen excluido total debe ser 
una buena aproximacién, por lo que, en el caso de los dos
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disolventes mencionados en este trabajo, puede atribuirse 
la parte mâs importante de las discrepancies entre los da 
tos expérimentales correspondientes a anibos, a los distin 
tos tamanos hidrodinâmicos de sus molâculas, tal como se 
ha dicho antes.
Los valores predichos para los componentes del - 
médulo intrinseco y por los distintos esquemas
teéricos y, considerando diversos h* no présentas entre si 
diferencias tan acusadas, como en el caso de las magnitu­
des y Al depender los valores de très variables -
(w^,N+l y h*), es dificil establecer el comportamiento - 
teérico de estas propiedades en cada caso concrete.
La discusién de los resultados obtenidos para el 
coeficiente de difusién se efectué en el capitule V, des- 
tacândose unicamente ahora que los valores de h* que ajus 
tan mejor los câlculos teéricos a los datos expérimenta­
les, presentan bastante coherencia con los éptimos logra- 
dos para némeros limite de viscosidad, cuando dicho câl­
culos teéricos corresponden a los esquemas que hemos pro­
puesto en esta Memoria,
Con respecto a los resultados teéricos obteni­
dos en el capitule III para promedios cuadrâticos y re- 
ciprocos de distancias entre eslabones y
asi como para el promedio cuadrâtico de la distancia ex- 
tremo-extremo y del radio de giro de la cadena (<r^ Y<S^^) 
es de senalar que fueron ya analizados en dicho capitule, 
apartados (3.4), (3.5) y (3.6).
RESUMEN Y CONGLUSICMES
En este trabajo se ha elaborado una teoria para 
la descripcién de la hidrodinâraica do moléculas de c ade- 
na corta (oligémeros). Para ello, se ha partido del esque 
ma de Rouse-Zimm, asimilando cada eslabén a una unidad re 
petitiva del oligémero y, por tanto, cada segmento a un - 
enlace.
La resolucién de la ecuacién de difusién propia 
de este esquema, se ha hecho de manera exacte, es decir 
considerando que el numéro de eslabones de la cadena de 
oligémero (N+1) se comporta como una variable discret* 
Dicha resolucién se ha realizado obteniendo los valores 
propios de la matriz no simétrica MÂ, producto de la que 
représenta a la interaccién hidrodinâraica H, y de la que 
describe el cotencial intramolecular (A).
Con el fin de introducir en la teoria las inte
racciones intramoleculares del oli émero.de la manera -
mâs realista posible, se ha modificado Â, de forma que
el potencial intramolecular que représenta reproduzca -
los valores de los promedios cuadrâticos < R . d e  -IJ N+1
distancias entre eslabones i y j.
Con este mismo fin, se han inco;porado a H los
promedios reclprocos de dichas dis fanci is < r T^ >.^  _  , en1J N+1
lugar de los promedios correspondienLes a una distribu­
cién estadistica gaussiana, que son los que se utilizan 
en el esquema original de Rouse-Zimm.
La obtencién de los promedios <R. . y <r 7.>.^^.ij N+1  ^ ij'N+1
se ha realizado de manera numérisa, empleando el método 
MonLe Carlo de simulacién de cadenas. La generacién de - 
cadenas se. ha realizado asociando unas coordenadas a ca­
da eslabén, mediante un proceso en el que se tienen en -
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cuenta las constantes geométricas del oligémero (longitud  
de enlace y ângulo de en lace), y las interacciones entre  
los d is tin to s  eslabones. Estas interacciones se in trod u - 
cen de acuerdo a un c r i te r io  iu'o's l i l i s t ic o ,  de ta l  mane­
ra que las conf iguraciones en l^u ou e liay eslabones que 
interaccionan fucrtemente, tienen escasas oosib ilidades  
de ser generadas.
De dicha manera se han calculado y
< R?.>-^,. para una molécula de oolim ctilcno en d isolucién ,i j  N+1
a 252C, en funcién de ) i - j /  y de 1J4-1,
Con estos resultados, se han obtenido los valores
propios de la  ecuacién m a tr ic ia l de d ifu s ién , mediante -  
un método de d iagonalizacién  de ma'crices no sim étricas. 
Estos valores propios se han cadcuiado en funcién de h *, 
parémetro que depende de la  in teracc ién  luidradinamica y 
que no depende de la  logntidud de la  cadena, y de N+1,
A p a r t i r  de los valores propios se han calculado  
las siguientes propiedades h ilrod iném icas, siguiendo e l 
formalisme de Rouse-Zimm: e l numéro lim ite  de viscosidad  
tn ), en funcién de h* y de N+1, y las componentes del mé- 
dulo in trin seco  complejo, (c*) , eue de,onde de h*, N+1 
y de (frecuencia reduc ida).
También se han calculado otras pro])iedades que
no de:;enden de los valores propios, pero que estén re la ­
tion  adas directamente con los promedios de d istancias in -
2tram oleculares, como son < r  d is tan c ia  extrem o-extre
mo de la  cadena, que es funcién de N+1 y que coincide con
< cuando / i - j /= N ,  y D^, co e fic ie n te  de d ifu s ién  de
la  cadena, que se obtiene a través de los promedios re c l­
procos  ^R?j  ^ y que depende de h* y de N+1.
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Asimismo, conocidos y < r^ > , se ha obtenido -
la  constante de F lo ry , que, para cadenas cortas, resujL
ta  de: endiente de h* y de 11+1.
Por lîltim o , se han comparado los resultados teé­
ricos para con datos expérim entales, para lo  que ha
sido precise descontar, semiempiricamente, la  aportacién  
del tamafio hidrodinâmico del d isolvente, que es importan­
te  para e l caso de solutos de bajo peso i^olecular. Ig u a l— 
mente se han comparado los resultados teéricos para con 
datos expérimentales. En ambos casos, se ha procedido a -  
un ajuste de los valores teéricos a dichos datos, e lig ie n
do para cada propiedad e l v a lo r de h * mâs adecuado.
De la  discusién de resultados hidrodinâmicos, con 
ten ida en e l c a p itu le  V I, y del a n â lis is  de proi.icdios es- 
ta d is tic o s , rea lizado  en e l ca p itu le  I I I ,  extraemos las -  
siguientes conclusiones:
1) E l comportamiento hidrodinâmico de moléculas de cadena, 
expresado como variac ién  de la  constan:e de F lory , ♦ , en 
funcién de la  longitud de la  cadena, N+1, y de la  in  ten s i. 
dad de la  in teracc ién  hidrodinâmica, h* , muestra que los 
resultados son muy sensibles a l modelo teé rico  u t il iz a d o  
para su câ lcu lo . A si, para un h* dado, la  variac ién  de 
con N+1 se hace nototiarnente mâs Icn ta  cuando en los pro­
medios de d istancias intram oleculares se introducen los 
d e ta lle s  estructu ra les  de la  cadena. Igualmente, la  va­
ria c ié n  de ♦ con N+1 muestra un minime, para determina­
tes valores de h* , cuando la  ecuacién de d ifu s ién  se re 
suelve de forma exacta, teniendo en cucmta e l ca râ c te r -  
d iscre te  de la  cadena.
208 -
2) En el caso de moléculas de cadena corta (oligémeros), 
los resultados expérimentales (para n-alcanos) del néme- 
ro limite de viscosidad, , reflejan la influencia del 
volumen hidrodinâmico de las moléculas de disolvente. No 
es posible aplicar la teoria directamente a los resultados 
expérimentales, siendo necesario corregir, primero, de al- 
guna manera, el efecto de dicho volumen del disolvente,
3) Una vez corregido este efecto, la comparacién entre - 
teoria y experiencia muestra que el esquema propuesto en 
esta Memoria es el que mejor describe los resultados. Nin 
guna de las teorias que prescinden del detalle estructu- 
ral de la cadena, en los promedios estadlsticos, puede - 
dar cuenta del comportamiento experimental, ni siquiera - 
haciendo uso de cadenas équivalentes, cuyos segmentos en-* 
globen varios enlaces de la cadena real,
4) La introduccién de los detalles estructurales de la ca 
dena, de acuerdo con dicho esquema, en cl câlculo teérico 
del coeficiente de difusién, permite un ajuste a los
datos expérimentales para valores de h* semejantes a los 
que.mejor describen los resultados expérimentales para
lo que no sucede aplicando esquemas mâs simplistes.
5) Los promedios cuadrâticos e inversos de distancias in-
P — 1
tramoleculaiEs(<R^ y > / respectivamente) , calcula­
dos para cadenas realistas mediante un método de simula-r 
cién, dependen de la separacién entre eslabones, Ji-j/ , 
de la localizacién de uno de ellos, i, y de la longitud 
de la cadena, N+1. Sin embargo, los resultados obtenidos.
para polimetileno muestran que la ânica variable importan
2
te es |i-j/ , ya que la influencia de N+1 sobre <Rj^ j> es - 
pequeîia (^5%) y la influencia de la localizacién de i es 
despreciable (^1%) •
APENDICE Al
Descripcién de los très is6mGros rotacionales en una cade­
na de polimetileno.
Considérése un trozo de cadena formado por cuatro 
eslabones numerados. Manteniendo constante el éngulo de en 
lace 6, el lugar geométrico de los puntos a los que puede 
accéder e 1 eslabén 4, fijados los très primeros, es una - 
circunferencia que corta al piano formado por los eslabo­
nes fijos, en dos puntos. De ambos puntos, se toma como - 
origen de éngulos de rotacién sobre la circunferencia, el 
més cercano al eslabén 1. Enfonces las posiciones de méxi- 
ma probabilidad coinciden con los siguientes valores del 























E l  r e s t o  d e  l o s  p u n to s  p o s i b l e s  t i e n e n  u n a  p r o b a  
b i l i d a d  m uy p e q u e n a ,  c o m p a ra d a  c o n  l a  de  é s t o s ,  d e  t a l  ma 
n e r a  q u e  p u e d e  p r e s c i n d i r s e  p r a c t i c a m e n t e  de  e l l o s .  E l  mo 
d e lo  e n  e l  q u e  s é lo  e s t a s  t r è s  p o s i c io n e s  de  m â x im a  p r o b a  
b i l i d a d  s o n  to m a d a s  e n  c o n s i d e r a c ié n ,  se  c o n o c e  com o "m o ­
d e lo  d e  is é m e r o s  r o t a c i o n a l e s " .
APENDICE A 2 
c é l c u l o  de l a s  c o o r d e n a d a s  do u n  GsJabén i
1) D a to s  d e  e n t r a d a
a) L o n g i t u d  d e  e n la c e  (1 )  y  é n g u lo  de  e n la c e  (0)
b )  C o o rd e n a d a s  d e  l o s  t r è s  e s la b o n e s  a n t e r i o r e s  i —1,1-2 e 
i-3.
c )  A n g u lo  d e  r o t a c i é n  ( d e l  e n la c e  e n t r e  i - e  i - 1  c o n  
r e s p e c t o  a l  p ia n o  fo r m a d o  p o r  i - 1 ,  i - 2  e i - 3 *
2) T r a n s fo r m a c ié n  d e  c o o r d e n a d a s , d e  m a n e ra  q u e  e l  o r i g e n  
q u e d e  e s t a b le c id o  e n  e l  e s la b é n  i - 2 ,  y  e l  e s la b é n  i - 1  se  
s i t é e  s o b r e  l a  p a r t e  p o s i t i v a  d e l  e je  z .  E s to  se  r e a l i z a  
e n  l a s  s i g u i e n t e s  e s t a p a s ;
a ' )  T r a n s la c ié n  d e  l o s  e je s  a l  o r ig e n  en i-2. L a s  c o o r d e ­
n a d a s  de  u n  e s la b é n  c u a l q u ie r a ,  j ,  r e f e r i d a s  a l  n u e v o  
o r ig e n  so n
X j  = ^ j ~ X i - 2
Xj' =
"  = j - Z i _ 2  . ( A 2 .1 )
b * )  R o t a c ié n  de  l a s  c o o r d e n a d a s  a l o  l a r g o  d e l  e j  e z ,  -  
h a s t a  c o lo c a r  e l  e s la b é n  i - 1  s o b r e  e l  e je  y .  E l  é n ­
g u lo  d e  r o t a c i é n  c o r r e s p o n d ie n t e  se  d e f i n e  com o
cos(d^) = yi_i/l[l-cos^(a2U ^
s e n ( a ^ )  = x ^ _ ^ / l C l - c o s ^  ( a 2 )J   ^ / ( A 2 .2 )
s ie n d o
c o s ( ü 2 )  “  * ( A 2 .3 )
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c*) Rotacién de las coordenadas sobre el eje x, hasta que 
el enlace entre i-2 e i-1 se situe en el eje z. El an 
gulo de rotacién adecuado se obtiene desde las expre- 
siones
cos(a_)=z^ ./I (coïncidente con A2.3)e. 1— 1
sen(a^)=y^_^/l . (A2.5)
El eslabén j , queda ahora definido como
-r
c * b ' f s b ’ / N
Yj = Yj cos(a2^~Zj sendog)
z? = Yj sen(o2)+Zj 003(0 )^ • (A2.6)
3) Câlculo de las coordenadas del esl.d^on i . Para ello se d£
ben seguir los siguientes pasos
a") Câlculo de dichas coordenadas en el piano x-y. El resul 
tado es
X? =1 sen 8
Yi =0
z^ =z9 -1 cos © . (A2.7)
1 1-1
b") Rotacién de estas coordenadassobre el eje z, hasta s^ 
tuar el eslabon i en el piano formado por los i-3, i-2 
e i-1. El angulo de rotacién que se debe utilizer a^» 
se define segün las expresiones
cos(a3)=x?^3/((x?'3)h(y^'3)^)1/2
3 e n i a ^ ) - y ^ _ ^ / +  (A2.8)
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llegândose a
b" a"X = X ^
b" a
y ^i
y» a"z . - z^ (A2.9)
c") Rotacién de las coordenadas a lo largo del eje z, en 
sentido contrario al de las agujas del reloj, contem- 
plando la rotacién desde la parte superior de dicho - 
eje, y empleando un éngulo de rotacién coïncidente con
♦i-3*
El resultado es
c"' b" A b" A
c" b" b"
y± =-%! sen*i_2+yi cos*i_2
g ” b"
. (A2.10)
4) Vue1ta al sistema original de coordenadas. Esto debe 
efectuarse invirtiendo las etapas del apartado 2 , es de­
cir, hay que procéder a
r el giro de la etapa c'. Entonces
4"' = < ■
a'" c " c "
=y^ coofa^j+z^ oenia^)
c “ c "
: -y^ sen(a^)+z^ cos(a2) (A2.ll)
r el giro de la etapa b', con lo que résulta
a"' , V a'" , \
= x^ cos(a^)+y^ sen(a^)
b'"
^1
a'" , V a'* , \ 






c"0 Deshacer la translacién de la etana a', con lo que se 
obtiene definitivamento
c"* t'"=x  ^ + x._2
C»n P)" '
yi=yi =Yi +Yi_2 
c'" b'"
Zj_=z^  =z^ +Zi_2 . (A2.13)
APENDICE A3
OBTENCION DE PROMEDIOS <r^> EN CADENAS DE POLIMETILENO SEGUN 
EL METODO DE FLORY.
El promedio de la distancia extremo-extremo para 
cadenas de polimetileno, con interacciones entre sus esla­
bones exclusivamente de primer y segundo ôrden,puede expre- 
sarse, segûn Flory (29), de la forma descrita en el aparta 
do (3.3), ecuacién (3.26). Los simbolos que aparecen en d^ 
cha ecuacién se dêfinen de la manera siguiente:




,- i J L il
(A3.1)
(A3.2)
% " - f S - S (A3.3)













































Las dimensiones no implicitas de los vectores y matrices 
usados, son las siguientes
; 5*(1,3); 3(3,1) ;'J^(15,15).
El simbolo ■ significa producto directo, es decir.
A=Bh C (A3.12)
a représenta el peso estadîstico de las configuraciones g 
y g', segûn la expresién
o = exp ^ -(Eg-E^)/RT) , (A3.13)
mientras que w da cuenta de las interacciones de segundo
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orden y se define a través de la diferencia entre la ener- 
gîa correspondiente a una secuencia gg' y la que corres­
ponde a una secuencia gg. Esta ultima, al no presentar in- 
teracciôn apreciable de segundo orden, se puede expresar - 
como el doble de la energia de una configuracién g, es de­
cir que
u=exp(-(E ,-2E )/RT\ . (A3.14)
' gg g '
Teniendo en cuenta que, segûn Flory,
E ,-2E =3 Kcal./mol , (A3.15)
y considerando la diferencia entre las energias de los iso 
meros t y g (0,5 Kcal./mol, segûn se vio en el apartado 
(2.3)}, se obtiene que
E ,-2E =2Kcal./mol , (A3.16)
gg g
con lo que los valores para los parâmetros, a 25°C, resu^ 
tan ser
0=0,43; w=3,4.10"2 . (A3.17)
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